Chapitre 5 - Développements limités

TD MT2A-MT2D - Printemps 2024

1 Pour s’entrainer : calculs de développements limi-

3. Déterminer le développement limité de x —

. Déterminer le développement limité de x —

tés

1. Déterminer le développement limité de x — +e*—cos(x) a

Pordre 3 en 0.

1
vVi+x

X a lordre 2 en 0.

1+ sin(x) a l'ordre 3 en O.

4. Déterminer le développement limité de x — sin (2x2) alordre 5 en 0.

. Déterminer le développement limité de x —

sin(x) a lordre 2 en 0.

ex_

1. Déterminer le développement limité de x — exp(x) a 'ordre 3 en 2.
Déterminer le développement limité de x — Inx a 'ordre 2 en 3.
Déterminer le développement limité de x — cos(x) a 'ordre 4 en /2.

Déterminer le développement limité de x — /x & I'ordre 2 en 4.

Déterminer le développement limité de la fonction x — arctan(x) a l'ordre

7en 0.

En se rappelant que tan’ = 1+ tan?, déduire du développement limité de

tan a l'ordre O celui a 'ordre 1, puis répéter 'opération plusieurs fois jusqu’a
obtenir le DL5(0) de tan.

2 Etude locale des fonctions en un point

1.

Calculer les limites suivantes :

In(1 +x)—sinx

2 2. lim
x—0 X

lim
x—0 X

cosx—V1-«x? 3. 1im(1— 1 )

4 x—0\x sin(x)

&(x‘l). Calcu-

On consideére la fonction ¢ définie sur R par : Vx € R, ¢(x) = 1T
x

ler ¢®(0).

2.

1
Soit f:x+— 1-a Déterminer f£*)(0), pour tout entier % € N.
-x

Soit f la fonction définie par :

f : R* — R
cos(x) —e”*
-
Démontrer que f admet une limite en 0. On notera encore [ le prolonge-

ment par continuité de f.

Déterminer ’équation de la tangente T' & la courbe représentative €r de
f enO.

. Quelles sont les positions relatives de T' et de 67 au voisinage de 0?

1. Déterminer le DL3(0) de la fonction f définie sur R* par :

esin(x) -1

VxeR*, f(x)=

. En déduire que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f

le prolongement par continuité de f en 0. Que vaut f(0)?
Justifier que la fonction f est dérivable en 0 et préciser la valeur de f7(0).

Déterminer I'équation de la tangente T' au point d’abscisse 0 a la courbe
¢r représentant la fonction f, puis déterminer la position relative au
voisinage de 0 de 6 par rapport a T'.

Soit f la fonction définie par :

f : 1]-00,0[u]0,4+c0] — R
In(1+x+x%)—x
x —_—
x2

Démontrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolon-
gement est dérivable en 0.

Quelle est alors la position relative, au voisinage de 0, de la courbe du
prolongement de f par rapport a sa tangente en 0 ?
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38 Etude locale des fonctions en linfini

Soit f la fonction définie par, pour tout x € R},

f(x)=e*/x(x +2).

Démontrer I'existence d'une asymptote (D) en +oco a la courbe ¢r représentant
f et déterminer son équation, ainsi que la position relative de ¢ par rapport a
(D) au voisinage de +oo.

Considérons la fonction

f : 1,+o0[ — R

x — (x+1)exp(x%1).

Démontrer que la courbe représentative ¢ de la fonction f admet une asymp-
tote oblique (D) en +oco. Déterminer ’équation de (D) et préciser la position
relative de 4 par rapport a (D) au voisinage de +oo.

4 Pour travailler seul

m On pose pour tout x € R* :

e* —cos(x)
px)= ——.

1. Déterminer le développement limité a I'ordre 3 en 0 de .
2. En déduire la limite ¢ de ¢ en 0.

3. On prolonge ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = ¢. On pose alors pour
tout x e R,

Fl)= fo o(H)dt.

(a) Justifier que f est dérivable sur R et calculer f'(x) pour tout x € R.

4.

5.

(b) Déduire des questions précédentes le développement limité a 'ordre
2en0de f.
(c) Déterminer I'équation de la tangente (T') a la courbe représentative
¢ de f au point d’abscisse 0 et la position relative de ¢ par rapport
a (T) au voisinage de 0.
On pose pour tout x € R*,

g(x)= %2 (ealc —cos (1)) .
x

(a) ATaide de la question 1, démontrer que la courbe représentative Cyq
de la fonction g admet une asymptote oblique %, en +oco. Préciser
I'équation de Z,, ainsi que la position relative de €, par rapport
9. au voisinage de +oo.

(b) Démontrer, de méme, que ¢, admet une asymptote oblique Z_, en
—oo0. Préciser 'équation de Z_, ainsi que la position relative de ¢,
par rapport Z_., au voisinage de —oo.

1. Rappeler, pour a € R, le développement limité a I'ordre 2 au voisi-
nage de 0 de la fonction u — (1 + u)®.
Déterminer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de la
fonction

fo:l-ggl - R
x — y/cosx.

. On pose pour tout x € [—%,Z],

X
g(x)=1+f Vcostdt.
0

Justifier que la fonction g ainsi définie est dérivable sur [—Z E] et calculer

22
g'(x) pour tout x € [-%,Z].

. Démontrer que g admet un développement limité a 'ordre 3 au voisinage

de 0 et le déterminer.
(a) On note % la courbe représentative de la fonction g. Déduire de
la question précédente ’équation de la tangente (T') 4 ¥ au point
d’abscisse 0.

(b) Déterminer la position relative de % par rapport a (T') au voisinage
de 0.
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1 Reconnaitre une application linéaire

m Les applications ci-dessous sont-elles linéaires ? Justifier.
1. 1 R = R2
(x,y,2) — (x+y,2)

2. fo : M,(R) — M, (R) ouneN*etAeM,(R)sont fixés
M — AM-MA

3. f3 : € — c3
(x,y) — (x-2y,x+y,3y)
4. fy : R — R

(x,y) — «xy

m On considere 'application

f : M31(R) — M3 1(R)

x 2x+3y—4z
y — x+y+2z |.
z -z

1. Déterminer une matrice A € M3(R) telle que :

VX € M3 1(R), f(X)=AX.

2. En déduire que f est un endomorphisme de M3 ;(R).

3. Lapplication f est-elle bijective ?

2 Image et noyau

On considére I'application : ¢ : Ro[X] —  Ro[X]
P — P'—P(0).

1. Démontrer que ¢ est linéaire.

2. Déterminer Im(¢p).

3. Calculer (X +1).

4. En déduire une base de Ker(¢).

m 1. Démontrer qu’il existe une unique application linéaire f de R® dans
My (R) telle que :

raso- o

01 1 2 1 0
)7 f(2719 1)_ (0 0) et f(07072)— (_2 0)-

2. Déterminer l'expression de f(x, y,z) pour tout (x,y,z) € R3.

3. Déterminer une base de Ker(f).

4. Déterminer rg(f).

Ro[X] —  RelX]
PX) — XP'X).

m On considere I'application linéaire ¢

1. Déterminer une base du noyau de ¢.
2. Déterminer une base de 'image de ¢.

3. Vérifier que le résultat est cohérent a 'aide du théoréme du rang.

Soit f : R3S - R2
(x,y,2) — QRx—y+z,y—2).

1. Démontrer que f est linéaire.
2. (a) Déterminer une base de Ker(f).
(b) Déterminer la dimension de Im(f).
3. (a) Lapplication linéaire f est-elle injective ? Justifier.

(b) Lapplication linéaire f est-elle surjective ? Justifier.

Soit E = Re[X]. Notons B = (1,X,X?) 1a base canonique de E. Soit m €R.
On consideére 'application

fm3 E — E
P — X2P"—(2m-1)XP' +m?2P.
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1. Démontrer que 'application f, est linéaire.
2. Calculer fy, (X*) pour & €{0,1,2}.

3. En déduire une base et la dimension de Im(f;,) puis la dimension et une
base de Ker(f,,) en fonction du parametre m.

Soit f Tapplication de R3 dans R? définie pour tout (x,y,z) € R3 par :
f(x,y,2) = (2x,—2x— y — 2,2y + 22).

Démontrer que f est linéaire.
Déterminer une base de Im(f).

Déterminer une base de Ker(f).

L s

Im(f) et Ker(f) sont-ils supplémentaires dans R3 ?

m Soient E, F' et G trois espaces vectoriels sur K. Soient f : E — F et
g :F — G deux applications linéaires.

1. Démontrer I'inclusion : Ker(f) c Ker(go f).
2. Démontrer I'inclusion : Im(go f) < Im(g).

3. Etablir 'équivalence suivante :

gof =0 < Imf cKerg.

3 Pour travailler seul

On consideére l'application linéaire

f: R — R3

(x,y) — (x—y,2y—x,x+3y).

1. Déteminer dim (Ker(f)).
2. Déterminer dim (Im(f)).

m Calculer f(1,-2,-1) ou f : R? — R3[X] est application linéaire définie
par:
£(0,0,1)=1+3X3,

£(1,0,00=-X +X2,  £(0,1,00=X,

1. Démontrer qu’il existe une unique application linéaire f de Ra[X]
dans R? telle que :

fA+X+X%)=(1,-2), fX)=(@D, f(1-2X%)=@G,D.
2. Calculer f (3X2).
3. f est-elle surjective?
4. f est-elle injective?
B Final Automne 2020.  Soit f : Rs[X] — R3

P —  (P(-1),P(0),P(1)).
1. Démontrer que f est linéaire.
2. (a) Caleuler f(1), f(X), f(X?), f(X3).
(b) Déterminer une base de Im(f).
3. (a) Rappeler la définition de Ker(f).
(b) Déduire des questions précédentes la dimension de Ker(f).
4. (a) Calculer f(X - X?3).

(b) En utilisant les questions précédentes, déterminer une base de
Ker(f).
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