Version étudiant-e

Ck _ ‘a|1/nei(arg(a)+2k7r)/n

™+ 1 =0

y = sin(x)
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Les nombres complexes

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capables de :

écrire un nombre complexe sous forme algébrique

interpréter géométriquement le module d’'un nombre complexe

écrire un nombre complexe sous forme exponentielle

rappeler les formules de Moivre et d’Euler

linéariser ou développer une expression faisant intervenir des sinus et/ou des cosinus.

I Premiéres définitions

—| Théoréme 1.1 l

Il existe un ensemble C contenant R ainsi qu’un élément ¢ vérifiant :

(i) 2 =-1;
(ii) tout élément de C s’écrit de maniére unique sous la forme a + ib, avec a et b des nombres
réels;

(iii) les opérations + et x sur C prolongent celles existant déja sur R en conservant leurs
propriétés.

Définitions 1.2. Les ¢éléments de C sont appelés nombres complexes. L’écriture z = a + ib avec a et b
deux nombres réels est appelée forme algébrique du nombre complexe z. Les réels a et b sont appelés
partie réelle et partie imaginaire de z. On note a = Re(z) et b = Im(z).

Propriétés 1.3. Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors :
(i) Re(z + 2’) = Re(z) + Re(?')
(i) Im(z + 2’) = Im(z) + Im(2").

.1 Représentation géométrique des nombres complexes
-
i,7).
Définition 1.4. Soit z € C. On appelle point d’affixe z le point M de coordonnées (a,b), ott a = Re(z)
et b =Im(z). On note souvent M(z).

9

Dans tout ce qui suit, on munit le plan d’un repére orthonormal direct (O,

Remarque 1.5. Cette définition permet d’identifier le plan a C.

lllustration 1.6.

M (a + ib)

L 4

s_\l;r

0)

Propriété 1.7. Si M est le point d’affixe z, alors le point M’ d’affixe —z est le symétrique de M par
rapport a O.
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lllustration 1.8.

M(z)

blrmmmmmmm e )

— :

] A :

_ai 0 '7> - >
; —b
@ - mmmmmm e e m e ————
M'(—=2)

.2 Conjugaison

Définition 1.9. Soit z = a + ib avec a et b deux nombres réels. On appelle conjugué de z et on note Zz le
nombre complexe a — ib.

Propriété 1.10. Si M est le point d’affixe z, alors le point M’ d’affixe Z est le symétrique de z par rapport
a ’axe des abscisses.

llustration 1.11.

M (z)
[ *
- :
J A :
0 % a
R o
M'(z)
—| Proposition 1.12 }
Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors :
() z+2 =2+7 (i) Si 2 # 0 alors (1) =1
(i) 22/ =22/ (iv) Z = 2.

1.3 Module d’'un nombre complexe

Définition 1.13. Soit z = a + ib un nombre complexe écrit sous forme algébrique avec a € Ret b € R. On
appelle module de z et on note |z| le nombre réel positif :

|z] = Va? + b2.

Remarque 1.14. Soit M le point d’affixe z. Alors, |z| correspond & la longueur OM.

Propriété 1.15 }

Soit 2z € C. Alors, |2|? = 2Z.
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Propriété 1.16. Si A et B sont deux points d’affixes respectives z4 et zg, alors :

AB = |ZB —ZA|.

—| Proposition 1.17 I

Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors :

(i) 22| = |2| x || (iv) |2 =0 <= 2=0
(ii) |2| = [z]
(ili) Si z # 0 alors || = ﬁ (v) |z+2'| < |z|+|7'| (inégalité triangulaire).

.4 Exponentielle imaginaire
Définition 1.18. Soit § € R. On pose :

0

e = cosf +isinf.

Remarque 1.19. Le point d’affixe e’ se situe sur le cercle unité. Rappelons que le cercle unité est I’en-
semble des points situés a une distance 1 de l'origine. Or, si M est d’affixe ¢’ alors :

OM = Vcos26 +sin’6 = 1.

lllustration 1.20.

—
J )
M(e’e)
sin(@) |------
v\ 0
0 cos(d) |7

Exemples 1.21. ¢ = 1, ¢'™/2 =4, ¢="7/0 = \/3/2 — /2.

Proposition 1.22 I

Soit € € R. Alors :

Remarque 1.23. Soient a, b et ¢ trois nombres réels. La notation a = b [c] signifie que a et b sont égaux a
un multiple (positif ou négatif) de ¢ prés, c’est-a-dire qu’il existe un entier relatif k € Z tel que a = b+ ke.

—| Proposition 1.24 I

Soient 8 € R et 6’ € R. Alors :

¢l = — =027
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—| Proposition 1.25 I

Soient 0 € R et 6’ € R. Alors :
ei(9+9/) _ ez‘oeio"

—| Corollaire 1.26 (Formule de Moivre)I

Soient k € Z et 0 € R. Alors :
(eie)k — okl

Remarque 1.27. Attention! Cette formule n’est valable que pour k € Z. En effet, pour k = % et 0 = 2m,

{(ew)k _ (eiQﬂ')l/Q -1

eik@ — ei7r = _1.

on a (ew) £ %0 puisque :

Proposition 1.28 (Formules d’Euler) I

Soit 8 € R. Alors : » » " "
e et e’ —e’
0= —— t inf = —.
coS 5 e sin 5

.5 Argument d’'un nombre complexe non nul

—| Théoréme 1.29 I

Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un réel § unique a 27 prés tel que :

| Définition 1.30. Tout réel 6 tel que z = |z|e?’ est appelé argument de 2 et on note arg(z) = 6 [271].

Remarque 1.31. Le théoréme 1.29 signifie que si 0 est un argument de z, alors 'ensemble des arguments
de z est I'ensemble des réels ¢’ qui s’écrivent 6" = 6 [27].

—

Remarque 1.32. Si M est le point d’affixe z, alors arg(z) = (7}, O—J\Zf) [27].
lllustration 1.33.
M(z)
..
— || P
74 " -

\
\
\
\
\
—
)
L 4

A
=
O i
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Exemple 1.35. Déterminons un argument du nombre complexe z = 14i. On a |z| = V12 + 12 = /2 et :

1 o1 . im/4
z=12 (E +ZE) = V2 (cos(m/4) + isin(r/4)) = V24

Ainsi :

arg(l+14) = — [27].

I

Remarque 1.36. Attention! L’argument du complexe z = —e'"/2 n’est pas 7/2. En effet :

_eim/2 = gimgin/2 — i T/2) — Gi3T/2 e (_eiﬂ/2> = 3; [27].

Définition 1.37. Soient z un nombre complexe non nul et # un argument de z. Posons r = |z|. L’écriture
z = re'’ est appelée forme exponentielle (ou forme polaire) de 2.

Exemple 1.38. En reprenant les calculs effectués a Pexemple 1.35, on obtient : 1 + 4 = v/2¢i™/4,

Déterminer arg(1l + 2\/3) et écrire 1 + i+/3 sous forme exponentielle.

—| Proposition 1.39 l

Soient z et 2’ deux nombres complexes non nuls. Alors :

(i) arg(z2') = arg(2) + arg(2') [27] (iv) arg (1) = —arg(2) [27]

(ii) arg(z) = —arg(z) [27] (v) Vk € Z,arg(z*) = karg(2) [27].
(i) arg(—z) = arg(z) + 7 [27]

—| Proposition 1.40 I

Soient z et 2z’ deux nombres complexes non nuls. Alors :
(i) arg(z) =0[r] <= z€R
(i) z=2" <= (2| = |2/| et arg(z) = arg(z’) [27]).

—| Proposition 1.41 I

Soient A, B, C' et D quatre points 2 a 2 distincts et d’affixes respectives z4, 2B, z¢ et zp.

Alors :
csllog — 2a) = (0 AB) [0 @ g (M) — (CD, AB) [2n].

ZD — cC

lllustration 1.42. La premiére propriété traduit le fait que les coordonnées du vecteur zﬁ sont, en terme
d’affixe, zg — z4. De plus, d’apreés les propriétés des arguments, on sait que :

ZB — 2
arg (B—A> =arg(zp — z4) —arg(zp — z¢) [27T]'
zZp — Z2C

La deuxiéme propriété traduit donc le fait que 'angle entre C'D et AB s’écrit comme une différence. Pour

Iillustrer, on a placé les vecteurs AB et C'D a l'origine.
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?A arg(zp — z4) = (7,171?) =0 [27]
CW /\
0'—6 arg(zp — z¢) = (7, CD") =6 [27]
9/
6 N\ N
0 K

Il Formules trigonométriques

1.1 Linéarisation d’une expression

Linéariser une expression, c’est la mettre sous forme d’une somme. Pour nous, il s’agira de transformer
un produit de cosinus et/ou de sinus en une somme. Pour ce faire, on utilisera les formules d’Euler.

Exemple 1.43. Supposons que I'on veuille linéariser pour # € R I’expression cos(z)? sin(z). On utilise alors
les formules d’Euler, on développe le produit, puis on regroupe les exponentielles d’arguments opposés
pour utiliser & nouveau les formules d’Euler :

i —iz\ 2 iT 41T
- (250 (£55)

_ é (€27 424 e727) . (ei — ¢~im)
_ é (537 — i 4 901 _ 2e~iT 4 =iv _ o=idT)
1 i3 _ i3z . 1 it _ g—ix
4 2 4 23
= }l(sin(?)x) + sin(x)).

IZ' Soit x € R. Linéariser cos(z)sin(z) a l'aide de la méthode précédente et retrouver la formule de
trigonométrie usuelle correspondante.

1.2 Deéveloppement d’un sinus ou d’un cosinus

A T’aide de la formule de Moivre, on peut développer pour n € Z et x € R les expressions du type sin(nz)
et cos(nx) et les exprimer en fonction de cos(z) et de sin(z).

Exemple 1.44. Soit § € R. Exprimons cos(36) et sin(36) en fonction de cos(#) et de sin(f) en utilisant la
formule de Moivre. On a :
i3 _ (ei9)3
i.e. .
cos(36) + isin(30) = (cos(f) + isin(6))".
En développant le membre de droite, on trouve que :
cos(30) + i sin(30) = cos®(0) + 3icos®(0) sin(f) — 3 cos(0) sin?(#) — isin®(h).

D’ou, en identifiant les parties réelles et imaginaires :

cos(36) = cos®(6) — 3 cos(#) sin?(6)
sin(30) = 3 cos?(0) sin(h) — sin®(9).

Izl Exprimer sin(26) a I’aide de sin(f) et de cos(f) en utilisant la méthode précédente.




Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

traduire un énoncé a ’aide de quantificateurs

écrire la négation d’une assertion

écrire la contraposée d’une implication

distinguer les notions de condition nécessaire et condition suffisante

distinguer les différents types de raisonnements (disjonction de cas, contraposée, raisonnement par
labsurde, analyse-synthése, récurrence).

I Symboles ensemblistes

1.1 Notions d’ensemble et d’élément

Définition 2.1. Un ensemble F est une collection d’objets appelés éléments. Si x est un élément de F,
alors on note x € E. Sinon, on note = ¢ E.

Remarque 2.2. On peut se représenter un ensemble par un sac. Ce que contient le sac sont ses éléments.
Exemple 2.3. L’ensemble constitué des entiers 0 et 1 est noté {0;1}.

Définition 2.4. Soient E et F' deux ensembles. On dit qu’ils sont égaux et on note E = F si ils contiennent
les mémes éléments.

Remarque 2.5. Il n’y a pas nécessairement de relation d’ordre dans un ensemble. Il n’y a pas non plus
de répétition des éléments. Ainsi : {0;1} = {1;0}.

Définition 2.6. On appelle ensemble vide et on note & ’ensemble ne contenant aucun élément (penser
a un sac vide).

Remarque 2.7. L’ensemble {@} n’est pas Pensemble vide : c’est un ensemble constitué d'un seul élément,
cet élément étant I’ensemble vide.

Définition 2.8. Soient F et F' deux ensembles.
e On appelle intersection de F et de F I'ensemble ENF' dont les éléments sont les éléments communs
aFetal.
e On appelle réunion de E et de F' 'ensemble E'U F' dont les éléments sont les éléments de F et les
éléments de F'.

Exemple 2.9. Soient E et F les ensembles définis par E = {0;1;2;3;4;5} et F = {0;2;4;6}. Alors :
EnNF ={0;2;4}, EUF ={0;1;2;3;4;5;6}

Exemple 2.10. Notons Rt I’ensemble des réels positifs. Alors RTNZ =N et NURT = RT.
.2 Inclusion d’ensembles

Définition 2.11. Soient E et F' deux ensembles. On dit que E est inclus dans F' et on note E C F si tous
les éléments de F sont aussi des éléments de F'.

Exemples 2.12. {1;2} Cc {1;2;3} et NCZCQCRcCC.

I Rudiments de logique

11.1 Assertions

Définition 2.13. Une assertion est un énoncé mathématique défini sans ambiguité et pouvant étre vrai
(V) ou faux (F).
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Exemples 2.14. Les énoncés suivants sont des assertions :
e P :1<2
[ ] PQ :0<0
e P3: Le nombre 2'2 est un entier positif.
e P : Six est un nombre réel négatif, alors sa valeur absolue est égale a x.

Exemple 2.15. La phrase «f(z) = 22 est croissante» n’est pas une assertion car la fonction f est mal
définie (suivant son espace de départ, cette phrase peut étre vraie ou fausse).

Remarque 2.16. Il arrive qu’une assertion P dépende d’un paramétre x (ou de plusieurs paramétres
Z,Y,2,...), on la notera dans ce cas P(z) (ou P(x,y,z,...)) au lieu de P.

Exemples 2.17. Les énoncés suivants sont des assertions :
e Pi(z):x>0
e Pya,b):a+b=0.

Définition 2.18. Deux assertions P et Q ayant les mémes valeurs de vérité sont dites synonymes. On
note P = @ lorsque P et ) sont synonymes.

Exemple 2.19. Soit n € N. Alors les assertions suivantes sont synonymes :
e P(n): «n est pair »
e Q(n): «n+1 est impair ».

1.2 Neégation

Définition 2.20. La négation d’une assertion P est l’assertion prenant la valeur Fausse lorsque P est
Vraie et inversement. On la note non(P) (ou encore =P ou P).

Exemple 2.21. Soient z € R et P(x) : x > 2, alors non(P(x)) : x < 2.

Remarque 2.22. On peut aussi dire que assertion non(P) est définie a laide de la table de vérité
suivante :

non(P)
F
\4

H <Y

Proposition 2.23 }

Soit P une assertion, alors non(non(P)) = P.

Démonstration. Ecrivons la table de vérité correspondante.

P | non(P) | non(non(P))
\% F \%
F A% F

1.3 Conjonction “et” et disjonction “ou”

Définition 2.24. Soient P et () deux assertions. On appelle conjonction des assertions P et ) et on note
[P et Q] (ou encore P A Q) assertion qui est Vraie lorsque P et @) sont toutes les deux Vraies et Fausse
sinon.

Remarque 2.25. La définition précédente est équivalente & la table de vérité suivante :

PetQ

o< <l
H< <O
<
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Exemple 2.26. Considérons les assertions :

Définition 2.27. Soient P et @@ deux assertions. On appelle disjonction de ces assertions et on note
[P ou Q] (ou encore PV @) lassertion qui est Fausse lorsque P et ) sont toutes les deux Fausses et
Vraie sinon.

Remarque 2.28. La définition précédente est équivalente a la table de vérité suivante :

P| Q| Pou@
VIV \Y%
V|F A%
F |V v
F|F F

Remarque 2.29. Le «ou» mathématique est inclusif. L’assertion [P ou ()] est vraie si 'une au moins des
assertions P ou @) est vraie.

Exemple 2.30. Soit 2 € R. Posons P(z) : (z > —1) et posons Q(z) : (z < 0). Alors [P(z) ou Q(z)] est
une assertion qui est vraie pour tout x.

—| Proposition 2.31 (Lois de Morgan)}

Soient P et @ deux assertions. Alors :

non(P ou Q) = (non(P)) et (non(Q))
non(P et @) = (non(P)) ou (non(Q)).

—| Proposition 2.32 (Distributivité) }

Soient P, @ et R trois assertions. Alors :

Pet [Q ou R =[P et Q] ou [P et R
P ou [@ et R] =[P ou Q] et [P ou R].

1.4 Implication

Définition 2.33. Soient P et Q deux assertions. On définit assertion P = (@ comme étant :

e Vraie lorsque P est Fausse ou P et () sont toutes les deux Vraies,

e Fausse sinon.
L’assertion P —> (@ se lit «P implique Q». On parle aussi de l'implication P —> Q. On dit que
Q) = P est 'implication réciproque (ou tout simplement la réciproque) de P — Q.

Remarque 2.34. La définition précédente est équivalente a la table de vérité suivante :

P|lQ|P=Q
VIV AY
VI|F F
F|V \Y%
F|F A

14



—| Proposition 2.35 }

Soient P et () deux assertions. Alors :
e (P = Q) = [non(P) ou Q]
e non(P = Q) = [P et non(Q)].

Démonstration. Le résultat découle de la table de vérité suivante :

P|Q|P = @ |non(P = Q) | non(Q) | P etnon(Q)
VIV \% F F F
V|F F \") A% Vv
F |V A% F F F
F|F A% F A% F
O
Exemple 2.36. Soit « € R. Posons :
e P(z):z>2
e Qx): 2% > 4.
Alors, (P(gc) == Q(m)) est vraie. Cependant, la réciproque est fausse : en effet, pour z = —2, on a

2? > 4 et x < 2, donc [Q(z) et non(P(x))] est vraie, c’est-a-dire, non (Q(z) = P(z)) est vraie.
En revanche, si on définit I’assertion
R(zx):x < -2,
alors I'implication ( [P(z) ou R(z)] = Q(z)) et I'implication (Q(z) = [P(z) ou R(z)]) sont toutes
les deux vraies.

1.5 Equivalence
Définition 2.37. Soient P et @ deux assertions. On note P <= (@ ’assertion
(P = Q)et (Q = P)],

et on lit «P et @ sont équivalentes».
IZI En s’inspirant de la démonstration précédente, écrire la table de vérité de P <— Q.

Exemple 2.38. Soit = € R. Alors I’équivalence suivante est vraie : 2% =4 <= z € {-2;2}.

11.6 Conditions nécessaires, conditions suffisantes

Définition 2.39.

e On dit que @ est une condition nécessaire pour P lorsque implication P = (@ est vraie,
autrement dit lorsque le fait que P soit vraie entraine nécessairement le fait que @) soit vraie aussi.
On dit aussi « Pour que P soit vraie, il faut que @ soit vraie. »

e On dit que ) est une condition suffisante pour P lorsque limplication Q = P est vraie
autrement dit lorsqu’il suffit que ) soit vraie pour que P le soit aussi.

e On dit que @ est une condition nécessaire et suffisante pour P lorsque 1’équivalence Q <= P
est vraie autrement dit lorsque P est vraie si et seulement si ) est vraie. On dit aussi « Pour que
P soit vraie, il faut et il suffit que @ soit vraie. »

EI Soit x un nombre réel. La propriété z > 1 est-elle une condition nécessaire pour la propriété 2% +
z — 1 > 07 Une condition suffisante 7

15



11.7 Quantificateurs

Définition 2.40. Soit P(z) une assertion dépendant d’un paramétre z € F. On définit Iassertion :
Vz € E, P(x)

comme étant Vraie lorsque P(z) est Vraie pour tous les éléments  de E. On lit « quel que soit x
appartenant a F, P(z) ».

IZI Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
e VrcR, 22>0
o Vr e R, sin(z) <1
eV eR, 22 < 1.

Définition 2.41. Soit P(z) une assertion dépendant d’un paramétre z € E. On définit Iassertion :
dx € E, P(z)

comme étant Vraie lorsqu’il existe (au moins) un élément = de E pour lequel P(z) est Vraie. On lit « il
existe = appartenant a E tel que P(x) ».

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
e JzeR, 2220
e dxeR, 22 =-1
e dx R, 22 < 1.

Définition 2.42. Soit P(x) une assertion dépendant d’un parameétre x € E. On définit ’assertion :
dlz e E, P(x)

comme étant Vraie lorsqu’il existe exactement un élément x de E pour lequel P(z) est Vraie. On lit « il
existe un unique z appartenant a F tel que P(x)».

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
e dlzeR, 2220
e dlzecC, 22=-1
o Jlz e RT, 22 =1.

Remarque 2.43. On peut construire des phrases mathématiques plus compliquées mélangeant les dif-
férents types de quantificateurs. Attention & ne pas les inverser! Par exemple, I'assertion suivante est

vraie :
Ve e RT, IneN, z < n.

Cependant, ’assertion suivante est fausse :

dneN, Vz e RT, z < n.

Proposition 2.44 }

non(Vz € E, P(z)) =3z € E, non(P(x))
non(3z € E, P(z)) =Va € E, non(P(x)).

Exemple 2.45. Une fonction f: R — R est dite positive si : Vo € R, f(z) > 0. Ainsi, f n’est pas positive
ssi (si et seulement si) : 3z € R, f(z) <O0.

IZI Une fonction f: R — R est dite croissante si : V(z,y) € R?, (z <y = f(z) < f(y)). Ecrire la
négation de ’assertion précédente.

Une suite réelle (u,),, est dite majorée si : IM € R, Vn € N, u,, < M. Ecrire la négation de cette
assertion.
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IIl  Raisonnements

Méthode (Démonstration d’une assertion (Vz € E, &(z))). Démontrer une propriété du type
(Vx € E, £(x)), consiste a se donner un élément quelconque x appartenant a Uensemble E et a dé-
montrer que l'assertion &(x) est vraie pour cet élément x. La démonstration commence toujours par
« Soit € E » ou « Soit z un élément de E » et se termine par « Donc & (x) est vraie. »

Exemple 2.46. Démontrons que l’assertion suivante est vraie : Va € R, sin?(z) < 1.
Soit € R. On sait que cos?(z) + sin?(x) = 1. Donc 1 — sin®(z) = cos?(x) > 0. D’ou : sin®(z) < 1.

I11.1 Disjonction de cas

Pour démontrer qu’une assertion & est vraie, on peut partir d’une assertion 2 et démontrer que les deux
implications 2 = & et non(2) = & sont vraies.

n(n+1) cN

e Sin est pair, alors il existe un entier k € N tel que n = 2k. Ainsi :

Exemple 2.47. Soit n € N. Démontrons que :

n(n2—|—l) _ 2k(2/;+1) 9k L ECN.

e Sinon, n est impair donc il existe k € N tel que n = 2k + 1. Ainsi :

1) (2k+1)(2%k+2
”("; ) _ (k4 )2(k+ ) ok 1 3k+1eN.

On a donc bien démontré que la propriété est vraie pour tout n dans N.

1.2 Raisonnement par contraposée

—| Proposition 2.48 }

Soient & et 2 deux assertions. Alors :

(#? = 2)=[non(2) = non(2)|.

Définition 2.49. L’implication non(2) = non(Z?) s’appelle la contraposée de I'implication ¥ — 2.

Exemple 2.50. Démontrons que : t ¢ Q — 1+ 2z € Q.

Supposons que 1+ = € Q. Alors il existe un entier a et un entier non nul b tels que 1+ z = a/b. Donc
x=a/b—1= (a—0b)/b. Ainsi, z est le quotient de I'entier a — b par l’entier non nul b. D’ou : z € Q. Nous
avons donc démontré que l'assertion (1 + 2 € Q = z € Q) est vraie. Par conséquent sa contraposée
(2 €Q = 1+ 2z & Q) lest également.

Soit n € N. En raisonnant par contraposée, démontrer que si n? est pair alors n I’est aussi.

1.3 Raisonnement par I'absurde

Méthode. Démontrer par absurde qu'une assertion &2 est vraie consiste a supposer que & est fausse et
a en déduire une absurdité.

Exemple 2.51. Démontrons par I'absurbe que 0 n’admet pas d’inverse. Supposons que 0 admette un
inverse a, c’es-a-dire que 0 X a = 1. Alors on obtient 0 = 1, ce qui est faux. On en déduit donc que 0
n’admet pas d’inverse.
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I11.4 Raisonnement par analyse-synthése

Le raisonnement par analyse-synthése est une méthode destinée a déterminer les solutions d’un probléme.
Elle se décompose en deux étapes.
e Analyse : on cherche des conditions nécessaires sur les solutions éventuelles du probléme. On
réduit ainsi les solutions potentielles & un petit nombre.
e Synthése : on vérifie si les solutions éventuelles trouvées & la premiére étape conviennent et on
écarte les «faux-positifsy.

Exemple 2.52. En raisonnant par analyse-synthése, résolvons dans R ’équation (E) ci-dessous :

(E): Va2 -3z =3z —5.

e Analyse : soit 2 une solution de (E). Alors, en élevant au carré, on obtient : 2% — 3z = 3x — 5, i.e.
2?2 — 62 +5=0et donc : (z — 1)(z —5) = 0. Ainsi, si x est solution de (E), alors z € {1,5}.

e Synthése : soit # = 5, alors on a bien : V22 — 3z = /32 — 5 = 1/10, donc z est solution de (E).
Cependant, pour = = 1, 'équation (E) n’a pas de sens car 2 — 3z = —2 < 0. Il faut donc écarter
la «fausse solution» x = 1.

e Conclusion : I'équation (E) admet pour unique solution x = 5.

@ Soit f une fonction & valeurs réelles. Démontrer que f s’écrit de maniére unique comme somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire. Indication : on pourra écrire f = g + h puis calculer pour tout

v réel f(z) + f(—) et f(z) — f(~a).

I11.5 Démonstration par récurrence

— Théoréme 2.53 |

Soit #(n) une assertion dépendant d’un paramétre n € N. Soit ng € N un entier fixé. Si :

(i) L(no) est vraie, (initialisation)
(ii) pour tout n > ng, Passertion (£(n) = Z(n+1)) est vraie, (hérédite)
alors, &(n) est vraie pour tout n = ny. (conclusion)

Exemple 2.54. Démontrons que : Vn € N*, 1+3+...4+ (2n—1) = n?
Définissons, pour tout n € N, I'assertion 2(n):1+3+ ...+ (2n — 1) = n%
e Initialisation. #2(1) : 1 =1 est vraie.
e Héredité. Soit n € N*. Supposons & (n) vraie. Alors :

143+4..4Cn+1)—1)=[143+...+2n—- 1] +[2(n+1) —1]
=n?+[2n +1]
=(n+1)2

et donc Z(n + 1) est vraie.
e Conclusion. Par récurrence, &(n) est vraie pour tout n € N*.

n(n+1)
—

Démontrer par récurrence que pour tout entiern >1: 1+2+34+...4+n=
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Trigonométrie et compléments de calcul algébrique

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

résoudre des (in)équations faisant intervenir la fonction partie entiére

résoudre des (in)équations faisant intervenir la fonction valeur absolue

résoudre des (in)équations trigonomériques

vous rappeler et utiliser les formules trigonomériques

effectuer des calculs de sommes a l’aide du symbole X

effectuer des calculs de produits a I’aide du symbole II

vous rappeler et utiliser les identités remarquables notamment la formule du bindéme de Newton
et la somme des termes d’une suite géométrique.

I Inégalités dans R

.1 Majorants et minorants
Définition 3.1. Une partie A de R est dite majorée si :
IM eR,Vz e Ajz < M.
Un réel M vérifiant I’assertion ci-dessus est appelé un majorant de A.

Remarque 3.2. Si M est un majorant de A, alors M + 1 est aussi un majorant de A. Un majorant n’est
donc jamais unique.

Exemple 3.3. Soit A = [1,2], alors A est majorée par 2, mais aussi par 3 ou encore 42...
Définition 3.4. Une partie A de R est dite minorée si :

IJneR, V€ A,z > m.
Dans ce cas, on dit que m est un minorant de A.

Remarque 3.5. Si m est un minorant de A, alors m — 1 est aussi un minorant de A. Un minorant n’est
donc jamais unique.

Exemple 3.6. Soit A = R™, alors A est minorée par 0, mais aussi par —1 ou encore —73...
| Définition 3.7. Une partie de R est dite bornée ssi elle est majorée et minorée.

Exemple 3.8. L’ensemble [0, 1] est borné.

Lister les différents types d’intervalles de R selon qu’ils sont majorés ou non, minorés ou non (indice :
il y a exactement 9 types d’intervalles).

1.2 Maximum et minimum

Définition 3.9. Soit A C R. On appelle plus grand élément de A tout réel M appartenant a A qui est
un majorant de A.

Remarque 3.10. Un ensemble n’admet pas toujours de plus grand élément. Par exemple, démontrons par
l’absurde que ’ensemble A = [0, 1[ n’admet pas de plus grand élément. Supposons que A admette un plus
grand élément M. Alors :

MecAetVre A,z < M.

M+1
2

0 M 1

W

Posons z = 2 Alors z € A et © > M, ce qui est contradictoire.
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Propriété 3.11. Si A admet un plus grand élément, alors il est unique. On le note max(A) et on 'appelle
le maximum de A.

Exemple 3.12. Soit A = [0, 1], alors A admet un plus grand élément qui est M = 1. En effet, 1 € A et :
Ve e [0,1],x < 1.

Définition 3.13. Soit A C R. On appelle plus petit élément de A tout réel m appartenant & A qui est
un minorant de A.

Remarque 3.14. Un ensemble n’admet pas toujours de plus petit élément. Exercice : trouver un exemple.

Propriété 3.15. Si A admet un plus petit élément, alors il est unique. On le note min(A) et on 'appelle
le minimum de A.

Exemple 3.16. Soit A = [0, 1], alors A admet un plus petit élément. Lequel ?

.3 Opérations sur des inégalités

Propriétés 3.17. La relation d’ordre < est compatible avec 'addition et la multiplication, au sens o1,
pour tous réels a, b, c et d :

e a<b — —-b<-a

e a<betc>0 = ac<bc

e a<betece<d — a+c<b+d.

Remarque 3.18. Ces propriétés sont encore valables pour les relations d’ordre >, < et >.

Remarque 3.19. Les inégalités sont compatibles avec les fonctions croissantes. On a donc, par exemple :

0<a<b = a% <P

@ L —
[ T S,
8

Soit a < b < 0. Que peut-on dire de a? et b*?

1.4 Partie entiére

Définition 3.20. Soit « € R. On appelle partie entiére de z et on note || (ou E(x)) le plus grand entier
n tel que n < x.

Exemple 3.21. |7| =3, |—7| = —4, [12| =12, |-4| = —4.
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lllustration 3.22.

Y y=|z] S
1 - L e O
—2 —1 0 1 2 z
S |
N )

—| Proposition 3.23 }

Soit € R. Alors |z est 'unique entier relatif vérifiant :

lz] <z < |z]+1.

1.5 Valeur absolue

Définition 3.24. Soit « € R. La valeur absolue de z, notée |z|, est définie par :

T siz >0,
|z = .
—x sinon.

Exemples 3.25. | — 2| =2, |2| = 2, | — 40| = 40.

lllustration 3.26. Graphe de la fonction valeur absolue.

yl
N I R "y = |z|
-1 1 v
—| Propriétés 3.27}
Soit (z,y) € R% Alors :
(i) |z[ >0
(ii) |zy| = |«lly]
(iii) |z +y| < |z| + |y| (inégalité triangulaire)
(iv) |z —y| > ||lz| — |yl| (inégalité triangulaire renversée).

Remarque 3.28. Soient z € R et r > 0. Alors |z| = max(z, —z) et :

2| <r < —r<z<r
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Résoudre I'inéquation d’inconnue z suivante : |z — 1| < 3. Interpréter graphiquement le résultat.

Il Trigonométrie

- =
Dans tout ce qui suit, on munit le plan d’un repére orthonormal direct (0, @, j ).

I.L1 Le cercle trigonométrique

Définition 3.29. Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1. On le notera € dans
la suite.

Définition 3.30. Soient # € R et M le point de % tel que ((7[), O—]\f) =40.
e Le cosinus de 6, noté cosf, est ’abscisse du point M.
e Le sinus de 0, noté sin 0, est 'ordonnée du point M

| Définition 3.31. Soit 6 € R\{r/2+ kr, k € Z}. La tangente de ¢ est le nombre réel : tan§ = 220,

cos O

Propriété 3.32. Si on note T le point d’intersection de la droite (OM) avec la droite d’équation = = 1,
alors T' a pour ordonnée tan 6.

Démonstration. Exercice : appliquer le théoréme de Thalés. OJ

lHlustration 3.33.

Vv

Rappel 3.34. Le réel 0 correspond a la longueur de 'arc IM & laquelle on a éventuellement ajouté ou
retranché un multiple de 27.

11.2 Propriétés des fonctions circulaires
Propriétés 3.35. Soit 6 € R. Alors :

(i) —1<cosf <1 (v) cos(—0) = cosb
(i) —1<sinfd <1 N .
(i) Vk € Z, cos(0 + 2km) = cos 6 (vi) sin(=6) = —sinf
(iv) Vk € Z, sin(0 + 2km) = sin@ (vii) cos? @ + sin?6 = 1.

Démonstration. Les points (i) a (vi) sont évidents. Quant au point (vii), c’est une conséquence du
théoréme de Pythagore. OJ
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—| Proposition 3.36 I

Soit (a,b) € R%. Alors :

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
sin(a + b) = sina cos b + sin b cos a.

Remarque 3.37. Ces deux formules (& connaitre par cceur) permettent de simplifier les expressions du
type cos(a —b), sin(a —b), cos(d + ), sin(n/2 —0), etc... Elles permettent aussi de retrouver les formules :

cos(20) = cos?f — sin?f = 2cos’> 6 — 1 = 1 — 2sin? 4, sin(20) = 2sin 6 cos 6.

Exemple 3.38. On a : cos(f + m) = cosf cosm —sinfsinm = — cos 6.

—| Propriétés 3.39 I

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R. De plus, pour tout réel x :

cos'(x) = —sin(z) et sin’(x) = cos(z).

—| Propriété 3.40 I

La fonction tangente est dérivable sur son ensemble de définition. De plus, pour tout x €

R\{% +km, k€ Z} :
1

cos?(x)

tan’(z) = =1+ tan?(z).

Démonstration. Exercice.

1.3 Représentations graphiques
La fonction cosinus est paire. Sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a l'axe des
ordonnées. La fonction sinus est quant a elle impaire. Sa courbe représentative présente donc une symétrie

par rapport & l'origine du repére.
lllustration 3.41. Graphe des fonctions sinus et cosinus.

N

Propriété 3.42. La fonction tangente est 7-périodique (c’est-a-dire que pour tout réel § € R\{§ +km, k €
Z} et tout entier k € Z, tan(d + k) = tan6) et impaire.

Démonstration. Exercice. O




Trigonométrie et compléments de calcul algébrique

lllustration 3.43. Graphe de la fonction tangente.
y‘\

N

IV

y = tan(x)

1.4 Résolution d’équations trigonométriques

Soit 8 € R. On cherche & déterminer les solutions de I’équation suivante :
cosx = cosf.

Pour ce faire, on dessine le cercle trigonométrique :

AN

J

K

~

On en déduit que :

cosx =cosf) < ke, <x=0+2k7r oux = —0+2k7r).
On démontre de méme que :

sinc=sing <= 3keZ (v=0+2%krous=r—0+2%r).
Enfin, si 0 € {n/2+ kn, k € Z}, alors :

tanx =tanf <= Jke€Z, =0+ knr.

Remarque 3.44. Ces résultats ne sont pas & connaitre par cceur. Il faut étre capable de reproduire le
raisonnement présenté ci-dessus en faisant apparaitre les éléments pertinents sur le cercle trigonométrique.

Résoudre I’équation d’inconnue x € [0, 27| suivante : sin(z) = @
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Il Sommes et produits

1.1 La notation ) (sigma)

Définition 3.45. Soit (uy,- - ,uy) une famille de nombres réels (ou complexes). On note :
N
Zuk =Uy+ug+...+un-.
k=1

On lit «<somme pour k variant de 1 & N des ug».

Remarque 3.46. En toute rigueur, il faudrait définir le symbole ¥ par récurrence.

Remarque 3.47. Dans la définition précédente, k est une variable muette. Le résultat de la somme ne
dépend pas de k.

Exemples 3.48. On a :

3 3
K =0+1"+2243"=14=) j°

k=0 =0

2

22]6 cos(km/2) = 2cos(m/2) + 2 x 2cos(w) = —4
k=1

10

d1=1+1+...+1=10.

k=1

—| Propriété 3.49 I

Pour toutes familles (uq,- -« ,uy) et (v1,- - ,vn), pour tout nombre complexe A :

N

N N
(Aug +vg) = )\Zuk + ka.
k=1 k=1 k=1

Remarque 3.50. Effectuer un changement d’indice dans une somme peut s’avérer utile. Par exemple :
n n—2
S =S
k=3 p=1

En effet, en posant p=%k —2, on a :

3<k<n 1<k—-2<n—-2 1<p<n—-2
=4 <~
k=p+2.

Ecrire les deux sommes de la remarque précédente a 1’aide de points de suspension et vérifier le
résultat.

—| Proposition 3.51 I

Soit n € N*. Alors :

zn:k:n(n—l-l).
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1.2  Les notations [] (pi) et ! (factorielle)

Définition 3.52. Soit (u1,--- ,uy) une famille de nombres réels (ou complexes). On note :

=

H’u,k:ulXUQX...X’U,N.
k=1

On lit «produit pour k variant de 1 & NV des ug».

Remarque 3.53. Tout comme pour la somme, k est une variable muette. Le résultat du produit ne
dépend pas de k.

Remarque 3.54. En toute rigueur, le symbole IT devrait étre défini par récurrence.

3 6
Exemples 3.55. Ona: [[#*=17x2*x 3% =36, [[2=2x2x2=2%=38
k=1 k=4

Définition 3.56. Soit n € N*. On appelle «factorielle n» ou encore «n factorielle» le nombre entier défini
par :

n
n!:Hk:lex...xn.
k=1

Par convention, on note encore 0! = 1.

—| Propriété 3.57 I

Pour toutes familles (uq,--- ,un) et (vy,--- ,uN) :

=
&

x~
Il
-

e (i) (i) it

k=1 k=1

=
=

ol
Il
-

ou la deuxiéme égalité est valable dés que vi # 0 pour tout k € [1, NJ.

IV Quelques identités remarquables

IV.1 Factorisation de a" — b"

—| Proposition 3.58 I

Soient (a,b) € C? et n > 2 un entier. Alors :

a"—b"=(a—0b)(a"  +a" P+ a" PP+ .. 4+ a%" P+ ab" 2+ b

n—1
=(a—0b) Z akpn Rl
k=0

Remarque 3.59. Il s’agit d’une généralisation de 'identité remarquable :

a®> —b* = (a—b)(a+b).
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—{ Corollaire 3.60 |

Soient ¢ € C\{1} et N € N. Alors :

N+1

IV.2 Coefficients binomiaux

Rappel 3.61. Soit (k,n) € N2 tel que k& < n. On rappelle que le coefficient binomial k& parmi n est défini

par :
n\ n!
k) El(n — k)"

Remarque 3.62. Le coefficient binomial (Z) est égal au nombre de parties & k éléments d'un ensemble &
n éléments.

Lister toutes les parties de {1,2,3,4} contenant exactement 3 éléments. Calculer ensuite (g)

Proposition 3.63. Soit (k,n) € N? tel que k < n. Alors : < " k) = <Z>
n—

.o . . 2 (n n _(n+1
Proposition 3.64 (Relation de Pascal). Soit (k,n) € N* tel que k < n. Alors : (k) + (k . 1> = <k . 1>.

lllustration 3.65. Le tableau ci-dessous est appelé triangle de Pascal. En commencant la numérotation a
0, on y retrouve a la k-iéme colonne et a la n-iéme ligne la valeur du coefficient binémial (Z)

n\k 0 1 2 3 4

= W N =
D W =
NG

—_

IV.3 Formule du binéme de Newton
— Proposition 3.66 |

Soient (a,b) € C? et n € N. Alors :

(a+b)" = ki:o (Z) akpnk,

Remarque 3.67. Cette formule est & connaitre par cceur! Il s’agit d’une généralisation de la formule :

(a+b)? = a* + 2ab + b°.

un entier «petity donné, on écrit le triangle de Pascal jusqu’a la ligne p (en commengant la numérotation
a 0). La derniére ligne du tableau nous donne la valeur des coefficients bindmiaux qui apparaissent dans
la formule du binéme de Newton.

4
\( ~) Méthode (Développer (a + b)? pour p petit). Pour développer une expression du type (a + b)P avec p

Exemple 3.68. Développons (a + b)3. On commence par écrire le triangle de Pascal jusqu’a la ligne 3 :
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n\k 0 1 2 3 4
0 1
111

2 1 2 1
31 3 3 1

Les coefficients qui apparaissent dans la derniére ligne sont ceux dans le développement de (a + b)? par
la formule du bino6me de Newton. On obtient alors :

(a+b)°= (2) a®v® + (?) a'v? + <2> a®bt + (g) a3b® = b3 + 3ab® + 3a%b + a.
~—— ~—~ ~—~ ~—~—

Développer (z + )% pour deux réels quelconques x et y.




Suites réelles

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

déterminer la monotonie éventuelle d’une suite

étudier une suite arithmétique, géométrique ou arithmético-géométrique

maitriser les opérations sur les limites

appliquer le théoréme de comparaison

appliquer le théoréme de la limite monotone

appliquer le théoréme des gendarmes

démontrer que deux suites sont adjacentes

étudier la convergence d’une suite & partir des limites de sous-suites

appliquer le théoréme des croissances comparées pour déterminer des limites de suites
manipuler les suites équivalentes.

Plusieurs résultats portant sur les suites se démontrent par récurrence. Il est donc impératif de bien
maitriser le raisonnement par récurrence pour aborder sereinement ce chapitre.

| Introduction

I.1 Premiéres définitions

Définition 4.1. Une suite réelle est une application u: N — R. On note indifféremment u = (uy,)nen =
(Un),,- On dit que u,, est le terme général de la suite.

Remarque 4.2. Il se peut qu’une suite ne soit définie qu’a partir d’un certain rang ng. On note alors
(Un)n>n,- Pour simplifier, on supposera dans la suite que ny = 0 ou parfois que ny = 1.

Exemple 4.3. La suite de terme général u,, = (—1)" est la suite dont les termes successifs sont 1, —1, 1,
-1, ...

| Définition 4.4. On dit qu’une suite réelle (u,), est majorée si: 3IM € R, Vn € N, u,, < M.

Remarque 4.5. Attention a l'ordre des quantificateurs! Le réel M doit majorer tous les éléments de la
suite.

@ Démontrer que toute suite réelle (uy,), vérifie : Vn € N, IM € R, u, < M.
| Définition 4.6. On dit qu’une suite réelle (uy),, est minorée si: Im € R, Vn € N, m < u,,.
| Définition 4.7. Une suite réelle est dite bornée si elle est majorée et minorée.
@ Démontrer qu’une suite (uy),, est bornée si et seulement si : IM € R, Vn € N, |u,| < M.

Exemple 4.8. La suite de terme général u,, = n est minorée par 0 mais n’est pas majorée.

Définition 4.9. On dit qu’une suite réelle (uy),, est :
e croissante si : Vn € N, wu, < upy
e décroissante si : Vn € N, u, = upyg
e strictement croissante si : Vn € N, u, < t,41
e strictement décroissante si : Vn € N, u,, > up41.

Exemple 4.10. La suite de terme général u,, = 2n est strictement croissante.

Exemple 4.11. Une suite dont les premiers termes sont : 0,1,3,—1,4, —6, n’est ni croissante ni décrois-
sante.

Soit (uy), une suite réelle. Ecrire les négations des deux assertions «(uy,),, est croissante» et «(u,),,
est décroissante» puis démontrer que la suite de terme général u,, = (—1)"n n’est ni croissante ni décrois-

sante.
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.2 Suites arithmétiques et géométriques

Définition 4.12. On appelle suite arithmétique toute suite dont le terme général vérifie la relation de

récurrence :
VneN, Uy =u,+7r

ou r € R est fixé (il ne dépend pas de n) et est appelé raison de la suite.

—| Proposition 4.13 I

Soit (uy),, une suite arithmétique de raison r. Alors :

Yn €N, wu, =ug+nr.

Démonstration. Par récurrence : exercice. O

Soient (u,),, une suite arithmétique de raison r et n € N. Calculer la somme des n premiers termes
de la suite.

Définition 4.14. On appelle suite géométrique toute suite dont le terme général vérifie la relation de
récurrence :
VneN, upi1 = quy

ot ¢ € R\{1} est fixé (il ne dépend pas de n) et appelé raison de la suite.

—| Proposition 4.15 I

Soit (uy), une suite géométrique de raison ¢. Alors :

VneN, wu, =ugq".

Démonstration. Par récurrence : exercice. O

@ Soient (uy),, une suite géométrique de raison g et n € N. Calculer la somme des n premiers termes
de la suite.

Il Convergence d’une suite réelle

1.1 Limite finie

Définition 4.16. On dit que la suite réelle (u,),, converge vers ¢ € R si :
Ve >0, dng €N, Vn > ng, |u, — ¥ < e.

Autrement dit, quel que soit € > 0, il existe un rang & partir duquel tous les termes de la suite sont dans
l'intervalle [¢ — €, ¢ + €]. On note :

u, — ¥ ou lim w, =/
n—-+oo n—-4o0o

ou encore simplement u,, — ¢ ou limu,, = £.
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lllustration 4.17.
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Remarque 4.18. Soit (u,) une suite réelle convergeant vers ¢. Alors :
Ve >0, Ing €N, Vn = ng, |u, — ¥ <e/2.
En effet, il suffit pour € > 0 fixé d’appliquer la définition avec le réel ¢’ = /2.

Exemple 4.19. Démontrons a I'aide de la définition que la suite constante de terme général u, = 2 est
convergente. Soit € > 0. Posons ng = 0. Alors, pour tout n > ng : |u, — 2| = 0 < . On a donc bien
démontré que :

Ve >0, 3ng € N, Vn > ng, |u, —2| <e.

Proposition 4.20 (unicité de la limite). Si une suite réelle converge vers ¢ et £, alors £ = £5.

Proposition 4.21 I

Toute suite réelle convergente est bornée.

I1.2 Limites infinies
Définition 4.22. On dit qu’une suite réelle (uy,), tend vers 400 si :
VM € R, Ing € N, Vn = ng, u, > M.

On note :

u, — +00 ou lim w, = +oo
n—-+oo n—-+oo

ou encore simplement u,, — +oo ou limu,, = +oo.

Autrement dit, une suite tend vers +o00 si, quel que soit le réel M, & partir d’un certain rang, tous les
termes de la suite sont plus grands que M.

Exemple 4.23. Démontrons, a I'aide de cette définition, que la suite (u,,),, de terme général u,, = 2n tend
vers 400 lorsque n tend vers +oo. Soit M € R.

e Si M < 0, alors on pose ng = 0 de sorte que : Vn = ng, u, > 0> M.

e Sinon, posons ng = L%J + 1. Alors ng € N et : Vn > ng, u, =2n > 2ng > 2% =M.
On a ainsi démontré la propriété suivante :

VM € R, Ing € N, Vn > ng, u, = M.
Auterment dit, la suite (uy,),, tend vers 4o0.

Définition 4.24. On dit qu’une suite réelle (uy,), tend vers —oo si :

VYm € R, dng € N, Vn > ng, u, < m.

Propriété 4.25. Si la suite (u,,),, tend vers +o0, alors (uy,), est minorée et non majorée.

Propriété 4.26. Une suite tendant vers —oo est majorée et non minorée.
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1.3 Opérations sur les limites

11.3.1 Limite d’'une somme

lim u,, / Y4 / +o00 | —o0 | +00o

lim v, 4 400 | —0 | 00 | —00 | —0

lm(up +v,) £+ | 400 | —00 | 400 | —00 ?

1.3.2 Limite d’un produit, d'un quotient

lim u,, / >0 £>0 (<0 £<0 0 400  —o0 | 400
lim v, 4 400 | —00 | 400 | —00 | £00 400  —00 | —00
lim(u, X v,) €x0 | 400  —oc0 | —o0 & 400 7 | 400 +oo  —o0

Remarque 4.27. Si u, —+> ¢ avec £ # 0, alors (uy,),, est non nulle a partir d'un certain rang.
n—-+0oo

limu, £ (¢£#0) ‘ 0‘ ot ‘ 0~ ‘—i—oo‘—oo
1 1

lim — - 7 400 —oc0o | 0 | O
U, 4

11.4 Limites et relations d’ordre

—| Théoréme 4.28 (de comparaison) I

Soient (uy,),, et (vy), deux suites réelles telles que pour n suffisamment grand on ait u, < vy,.
(i) Si (un),, et (vy), convergent respectivement vers ¢; et lo, alors {1 < lo.
(ii) Si u, — +oo alors v, — +o0.

(iii) Si v, — —oo alors u, — —oo.

Remarque 4.29. Si u,, < v, (inégalité stricte), alors, il se peut que les suites aient la méme limite.

Déterminer deux suites (uy),, et (vy), ayant la méme limite telles que pour tout n, u, < vy.

Théoréme 4.30 I

Soit (uy), une suite croissante et majorée. Alors, (uy,), converge.

n
 1s . P 1
On considére la suite (uy),, oy définie par : Vn € N, u, = Z ik
k=0
1. Démontrer que : Vk € N, k! > 2F—1,
2. En déduire que (uy),cy est majorée.
3. Démontrer que (uy),y converge.

Corollaire 4.31 I

Soit (uy),, une suite décroissante et minorée. Alors, (uy,), converge.
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I.L5 Théoréme des gendarmes

—| Théoréme 4.32 (des gendarmes) I

Soient (an),,, (bn),, €t (u,),, trois suites réelles vérifiant :

(i) a partir d’un certain rang, a, < u, < b,

(ii) I e R, ngr}rloo Oy = ngr}rloo (b = 1.

Alors, u, — ¢ lorsque n — co.

—| Corollaire 4.33 I

Soient (uy,),, et (vy,), deux suites réelles et £ un nombre réel tels que
(i) a partir d’un certain rang, |u, — 4| < v,
S _o
) I v

Alors, u, — ¢ lorsque n — co.

sin(n) .

Déterminer la limite éventuelle de la suite (uy,,),, définie par : Vn € N*,  w, =
n

1.6 Suites adjacentes

Définition 4.34. On dit que deux suites réelles (u,),, et (v,), sont adjacentes lorsque :
(i) Pune est croissante,
(ii) Pautre est décroissante,

(iii) ngrfoo(un —vy) =0.

—| Théoréme 4.35 I

Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent la méme limite.

—| Corollaire 4.36 I

Soient (uy),, et (vy), deux suites adjacentes. Notons ¢ leur limite commune. Dans le cas ou

(un),, est croissante :
VneN, u, <l u,.

Remarque 4.37. Dans le cas ou (uy,),, est décroissante, on obtient I’encadrement suivant :
YneN, v, <f<u,.
Exemple 4.38. Considérons les deux suites (uy),, et (vy),, définies par : ug =1, vo =2 et :

Uy + U
Vn € N, Upt1 = -

et Up41 =
Un+1 2

Remarquons que ces suites sont bien définies : il est clair qu’elles sont strictement positives (récurrence
immeédiate). De plus, pour tout n € N :

Uy, + Un, 2 Uy, + Un 4 (Vn — up)?

B _ B _ _ _ >0, 4.1
Un+1 — Un+1 2 Upt1 2 Uy, + Un 2(Un + un) ( )
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ou la derniére égalité provient de u,v, = 2. Ainsi : Vn € N,v, > u,. D’autre part, pour tout n € N :

Uy, + V. Up — U . . . 1o
Vpil — Up = % — v, = % < 0. Donc, la suite (vy,),, est décroissante. On en déduit que (uy,),,

est croissante (car u, = 2/vy).
Soit n € N. L’équation (4.1) peut aussi s’écrire :
. ) (4.2)
Uptl — Upt1 = = - —— (U — Up). .
n+1 n+1 2 Un + U, n n

Or,

Up — Un

_ungun:>fvn_ung'vn"f'un:> S
Uy + Up

(Un, — uy). Ainsi,

DN | =

De plus, v, — up, = 0. On en déduit en reprenant Péquation (4.2) que : vy 11 — Upy1 <

par une récurrence simple :
1

2_71'
La suite (v, —uy), admet donc pour limite zéro en infini. De plus, (u,), étant croissante et (v,),,

décroissante, les suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite /. Enfin, la relation

2
implique que ¢ = 7 On en déduit que £ = +/2 et donc que £ = /2, les suites étant &
Un+1
termes positifs.

| —

Vn €N, (vp —up) < 5-(vo —uo) =

\]

Unp+1 =

n
1 1
On pose, pour tout n € N*, u,, = Z = et v, =u, + — Démontrer que les suites (uy),, et (vy),
k=1
sont adjacentes. Que peut-on en conclure ?

11.7 Suites extraites

Définition 4.39. Soit (u,), une suite. Une suite extraite (ou sous-suite) de (uy), est une suite de la
forme (“w(n))n ou ¢ est une application strictement croissante de N dans N.

Exemple 4.40. La suite dont les termes sont donnés par :
Ug, U1, U3, U4, UG, U7, U9, UL0, - - -

est une suite extraite de (uy),,.

Exemple 4.41. Soit ¢ : N — N . Alors pour tout n € N, uy,(,) = uz,. La suite extraite (u2y),
n = 2n
de (uy,),, est la suite formée des termes d’indices pairs de (uy,),,.

Proposition 4.42 I

Soit (uy), une suite réelle convergente. Alors, toute suite extraite de (u,,), converge vers la
méme limite.

Remarque 4.43. Si (u,), admet deux sous-suites qui convergent vers deux limites distinctes, alors (uy),,
n’est pas convergente.

A T'aide de la remarque précédente, démontrer que la suite (u,, ) ., définie ci-dessous n’est pas conver-

gente :
nmw

vneN, wu,=cos (7)

Indication : on pourra considérer les suites extraites (u4y,) et (tant1)-

Remarque 4.44. 11 se peut que deux sous-suites de (uy), soient convergentes vers la méme limite sans
que (uy,),, ne le soit.
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Exemple 4.45. Soit (uy),, la suite définie par :

n  si n est multiple de 3

0 sinon.

Vn € N, unz{

Alors, (u3n+1),, et (usny2), convergent vers 0. Pourtant (u,), n’est pas convergente.

Théoréme 4.46 I

Soit (uy), une suite réelle telle que (uay), et (u2,+41), convergent vers une méme limite £.
Alors, (uy),, converge vers .

Remarque 4.47. On peut démontrer de méme que si (uzn)n, (Usnt1), €t (Usni2), convergent vers la
méme limite ¢, alors (uy,,), converge vers (.

11l Comparaison de suites

111.1 Définitions

Définition 4.48. Soient (u,,),, et (v,), deux suites réelles.

(i) On dit que (uy,), est négligeable devant (v,), au voisinage de +o0o et on écrit u, = o(vy) s'il
existe une suite (&,),, telle que, & partir d’un certain rang :

Up = EpUn, et lim g, =0.
n—-+4oo

(ii) On dit que (uy),, et (vy), sont équivalentes au voisinage de +00 et on écrit u, ~o vy, s'il existe
une suite (g,),, telle que, a partir d’un certain rang :

un = (14+ep)v, et lim ¢, =0.
n—4oo

—| Proposition 4.49 I

Soient (un),, et (vy), deux suites. Si la suite (v,),, est non nulle & partir d’un certain rang,
alors :

(1) Un =co 0(Vn) & up /vy n_)—_i_)m 0

(il) Up ~oo Un € Up /Uy n_>—+>oo 1.

— Théoréme 4.50|

Soient (un),,; (vn),, (an), et (b,), quatre suites non nulles & partir d'un certain rang. Si
Ap ~oo bp €6 que Uy, ~oo Uy, alors :
an by,

Apln ~oo DU, et — ~o —.
Un Un,

A Attention. Ne jamais additionner ou composer des équivalents.

Exemple 4.51. On sait que : n+ 1 ~o n. Pourtant : (n+1) —n oo n —n = 0.
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A Attention. Une suite n’est jamais équivalente a 0 sauf si tous ses termes sont égaux & 0 & partir d’un
certain rang.

I11.2 Croissances comparées

—| Théoréme 4.52 I

Soient o« > 0 et a > 1. Alors :

n a™
In(n) _, () — — 0 (i) — — 0.
n® n—+oo a™ n—+oo n! n—+oo

Remarque 4.53. Pour simplifier, on écrit ces résultats de croissances comparées de la fagon suivante :
In(n) < n < n? <e” < nl.

Remarque 4.54. En pratique, pour lever une indétermination, on gardera le terme «le plus fort» (c’est-
a~dire celui qui converge le plus vite).

Déterminer des équivalents simples puis les limites éventuelles des suites définies par :

3" +1 2" 4 3" (=™
Up = ——=, Up=——— ¢€et w, = .
5n — n?2

IV Suites et fonctions

Propriété 4.55. Soient f une fonction & valeurs réelles et (uy),, oy la suite définie par : Vn € N, u, = f(n).
Si f est croissante (resp. décroissante), alors (uy),, est croissante (resp. décroissante).

Démonstration. Exercice. O

Propriété 4.56. Soient f une fonction a valeurs réelles et (uy,),, la suite définie par :

ug=a € R
VneN, upt1 = f(un).
Si f est croissante alors (u,,),, est monotone.

Démonstration. Exercice. O

@ Soit (un),, la suite définie par ug = 0 et up 1 = V2 + up,.

1. Démontrer par récurrence que la propriété ci-dessous est vraie pour tout n € N :
P(n):0< u, <2.

2. Démontrer que la suite (uy),, est croissante.

3. En déduire que (u,),, converge et déterminer sa limite.
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Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

e manipuler les symboles ensemblistes

e déterminer 'image d’un ensemble par une application

e déterminer 'image réciproque d’un ensemble par une application
e déterminer le caractére bijectif ou non d’une application

e déterminer la bijection réciproque d’une application bijective.

| Ensembles

.1 Quelques rappels

Définition 5.1. Un ensemble FE est une collection d’objets appelés éléments. Si x est un élément de F,
alors on note z € E. Sinon, on note x ¢ E.

Remarque 5.2. On peut se représenter un ensemble par un sac. Ce que contient le sac sont ses éléments.
Exemple 5.3. L’ensemble {2n,n € Z} est 'ensemble des nombres pairs.
Exemple 5.4. /2 € R et /2 ¢z Q.

Définition 5.5. On appelle ensemble vide et on note & ’ensemble ne contenant aucun élément (penser
a un sac vide).

I Définition 5.6. Soient E et F' deux ensembles. On dit qu’ils sont égaux et on note E = F si ils contiennent
les mémes éléments.

Remarque 5.7. Il n’y a pas nécessairement de relation d’ordre dans un ensemble. Il n’y a pas non plus
de répétition des éléments. Ainsi : {1;2} = {2;1}.

I Définition 5.8. Soient E et F' deux ensembles. On dit que E est inclus dans I’ et on note E C F' si tous
les éléments de E sont aussi des éléments de F.

Remarque 5.9. F C F si et seulement si :

Vee E, x € F.

~ Méthode. En pratique, pour démontrer que E C F', on peut commencer a raisonner de la fagon suivante :
«soit z € E, démontrons que = € F'».

Remarque 5.10. Deux ensembles F et F' sont égaux si et seulement si £ C F et ' C E.

1.2 Produit cartésien

Définition 5.11. Soient E et I deux ensembles. A partir de z € E et de y € F, on forme le couple (z,v)
deéfini de sorte que : (z,y) = (¢, y’) uniquement lorsque x = 2’ et y = y/'.

A Attention. Ici, 'ordre des éléments est important. Par exemple :
(L,2) # (2,1).
Définition 5.12. On appelle produit cartésien de deux ensembles F et F' I’ensemble formé des couples
(z,y) aveczx € Eety € F. Onle note E x F :

ExF={(z,y), € Eetyec F}.

Lorsque E = F, on note E? = E x E.
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1.3 Ensemble des parties

Définition 5.13. Soit E un ensemble. On appelle sous-ensemble (ou partie) de E tout ensemble F inclus
dans F.

Définition 5.14. Soit E un ensemble. On appelle ensemble des parties de F et on note P(FE) ’ensemble
formé des sous-ensembles de FE.

Exemple 5.15. Soit F = {1;2;3}. Alors :

P(E) = {{1}: {2} {3}: {1:2}: {1;3}: {23} {1;;3}; &}

Exemple 5.16. Soit F = {a}. Alors :
P(E) = {{a}; 2}.

Remarque 5.17. Quel que soit 'ensemble E, on a toujours @ € P(E) et E € P(E).

Ecrire P(E) dans chacun des cas suivants :

o BE={r;y};
o =0
o /= {x;0}.

.4 Réunion, intersection et complémentaire

Dans cette partie, on notera E un ensemble et A, B et C trois parties de E.

Définition 5.18. On appelle intersection de A et de B et on note A N B I'ensemble des éléments appar-
tenant & la fois & A et & B.

Remarque 5.19. En termes mathématiques :
r€ANDB < xzc Aet z € B.

Exemple 5.20. Soient A = {1;2;3} et B = {3;4;5}, alors AN B = {3}.

Proposition 5.21 }

(i) ANB=BnA (i) ANE=A
(i) ANA=A (iv) AN = 2.

Définition 5.22. On appelle réunion de A et de B et on note AU B ’ensemble des éléments appartenant
a Aoua B.

Remarque 5.23. En termes mathématiques :
r€AUB < zcAouzxeB.

Exemple 5.24. Soient A = {1;2;3} et B = {3;4;5}, alors AU B = {1;2;3;4;5}.

Proposition 5.25 }

() AUB=BUA (i) AUE=FE
(i) AUA=A (iv) AU@ = A.

Définition 5.26. Les ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = &.
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Définition 5.27. Le complémentaire de A (dans E), noté E\A (ou A) est 'ensemble des éléments de F
qui ne sont pas dans A.

Remarque 5.28. En termes mathématiques :
r€F\A < ze€Fetz¢gA

Définition 5.29. L’ensemble B privé de A (noté B\ A) est ensemble des éléments de E qui sont dans B
mais pas dans A. Autrement dit :

B\A={zx e E,x € Betx ¢ A}.

Exemple 5.30. Soient E = {1;2;3;4;5;6}, A= {1;2;3} et B ={3;4;5}. Alors :
E\NA = {4;5;6}. et B\A={4;5}.

—| Proposition 5.31 (Lois de Morgan)}

AUB=ANB e ANB=AUB.

—| Proposition 5.32 (Distributivité) }

AUBNC)=(AUB)N(AUC) et AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Il Applications

11.1 Définitions

Définition 5.33. Soient F et F' deux ensembles. Une application f de E dans F' est la donnée d’une partie
I' de E x F vérifiant :
Ve e E, Ay € F, (x,y) € T.

I" est appelé le graphe de la fonction f.

Remarque 5.34. Cette définition met en évidence le fait qu'une application (ou une fonction) prend une
valeur et une seule en un point donné de I’ensemble de départ. C’est pourquoi un trait vertical sur le
graphe d’une fonction n’a aucun sens!

Définitions 5.35. Si z € F, alors on note f(z) P'unique y de la définition précédente. Il est appelé I'image
par f de I’élément . Pour tout y € F, les = tels que f(x) =y (si il y en a) sont appelés antécédents par
f de y. On écrira l'application f de la fagon suivante :

f . FE — F
x = f(z).

Remarque 5.36. Une application est donc la donnée de 3 éléments : I'ensemble de départ, ’ensemble
d’arrivée et les images des éléments de I’ensemble de départ. Les applications ci-dessous sont donc toutes
différentes :
f+ R - R g : R — RF h : RY - R
2

x = 22 x = 22 x = 2

Remarque 5.37. On peut définir une fonction en donnant la liste de ses images plutot qu’a 1'aide d’une
«formule» générale. Par exemple :

oo {123 — {a;d}
1 — a
2 — b
3 — a.
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Remarque 5.38. On peut définir une fonction par disjonction de cas, comme on I’a fait par exemple pour
la valeur absolue.

Définition 5.39. Soit £ un ensemble. L’application identité sur E est application :
idg : E — FE
T = .
Exemple 5.40. Une suite (u,), de nombres réels peut étre vue comme une application de N dans R :

u : N — R
no—= Up.

C’est d’ailleurs pourquoi on utilise parfois la notation u(n) plutdt que u,.

| Définition 5.41. L’ensemble des applications de E dans F est noté . (E, F) (ou parfois F¥).
Remarque 5.42. On écrira indifféeremment « f est une application de E dans F'» ou « f € #(E,F) » ou
encore f: F — F.
1.2 Restriction et composition
Définition 5.43. Soient f: F — F une application et A C E. La restriction de f a4 A est 'application :

f|A A - F
xz = f(x).

Exemple 5.44. Considérons la fonction sinus :

sin : R — R
x +— sin(z).

Sa restriction & Uintervalle [—m/2, 7/2] est :

fo [=7/2,7/2] — R
x —  sin(z).

Définition 5.45. Soient f: E — F et g: F — G deux applications. La composée de f par g, notée go f

est :
gof : E — G

= g(f(x).

Cette application est bien définie car lorsque = € E, f(z) € F.

Soient les fonctions f et g définies par :

f : R — Rt g : Rt — RT
r = a? T = /7.

Déterminer g o f.

Exemple 5.46. Considérons F = {1;2}, F = {7,8,9} et G = {—1,—2}. Soient f: E — F et g: F - H
définies par :

.« f1)=7

e f(2)=9

e g(7) =9(8) =9(9) = -1
Alors :

Vo€ B, (gof)(x)=—1.

Remarque 5.47. En général, fog # go f. Il se peut d’ailleurs que go f ait un sens alors que f o g ne soit
pas définie (cf exemple précédent).
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—| Proposition 5.48 }

Soient f € Z(E,F), g € #(F,G) et h € #(G,H), alors :

ho(gof)=(hog)of et foidg =idrpo f = f.

Démonstration. Exercice. O

1.3 Image d’'un ensemble par une application

Définition 5.49. Soient f: E — F une application et A C E. On appelle image de A par f et on note
f(A) le sous-ensemble de F' défini par :

f(A) = {f(z),z € A}.

Exemple 5.50. Considérons E = {1;2;3}, F = {a,b,c} et f: E — F définie par :

J) = F2) =aet f(3) = c.

Alors :
o f({1;2}) ={f(2),z € {1;2}} = {f(1); f(2)} = {a}
o f(BE)={f(z),z € E}={f(1); f(2); fF(3)} = {a;c}.

Déterminer f(R) et f(Ry)ou f : R R
x

%
— e
Remarque 5.51. Si f € #(E, F) et a € E, alors on a toujours :

f@)=2, f({a})={f(a)} et f(E)CF
Exemple 5.52. Soient £ = F =R et :
F

z2.

f+ E —
xr =

Alors, f(E) & F. On peut changer l'espace d’arrivée pour qu’il y ait égalité, mais il ne s’agit alors plus
de la méme application !

1.4 Image réciproque d’'un ensemble par une application

Définition 5.53. Soient F et F' deux ensembles et f une application de E vers F'. Pour toute partie B de
F, on appelle image réciproque de B par f le sous-ensemble de E noté f~1(B) défini par :

fB)={zeE, f(z) e B}.

Autrement dit :
re€ fTYB) < f(z) € B.

Remarque 5.54. On a toujours f~!(@) = @. De plus, pour tout élément b de F :
b)) = {z € E, f(z) =1b}.

R Déterminer f~1({4}), puis f~1({—1}) et enfin, f~([-1;2]).
z2.

36s0it f : R
X

%
'_>

1.5 Applications bijectives
11.5.1 Définition
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Définition 5.55. Soit f € .#(E, F). On dit que :
e f est injective si :
V(o) € B (v 40 = f(2) # ().
Autrement dit, f ne prend jamais deux fois la méme valeur.
e f est surjective si :
Yy e F, Iz € E, f(x) =y.
Autrement dit, tous les éléments de F' admettent au moins un antécédent par f.

e f est bijective si :
Vye F, 3z € E, f(x)=y.

Autrement dit, tous les éléments de F' admettent exactement un antécédent par f.

Remarque 5.56. Une application est bijective ssi elle est injective et surjective.

Parmi ces applications de E dans F', lesquelles sont injectives ? Surjectives ? Bijectives ? Justifier.

Y Y
F
T T
E
)
F
} } - g
E E

Soit f + R — R. Alors, f n’est pas bijective. Pourquoi ?

r = 22
Qu’en est-il des applications ¢ : R — R* et h : Rt — Rt ?
r = a? r = a?
\\ 1 ’
~ Méthode. Pour étudier le caractére bijectif d’une application f: E — F, on résout pour tout y € F,

léquation y = f(z) d’inconnue z € E :
e si pour tout y € F cette équation admet une unique solution x € F, alors f est bijective
e s’il existe au moins un élément y € F pour lequel cette équation n’admet aucune solution z € E
ou admet au moins deux solutions distinctes, alors f n’est pas bijective.

Exemple 5.57. Soit f: Rt — [1, +oo[ définie par : Vo € R, f(z) = 22+ 1. Soient y € [1, +o0o[ et & € RT.

Alors :

2

y=f(z) = y=a2’+1 = 2’=y—1 <= z=+/y— 1,

ot la derniére équivalence découle de x > 0 et de y > 1. Ainsi, f est bijective.
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Remarque 5.58. Soient I et J deux intervalles de R. Pour démontrer qu'une application f: I — J
continue est bijective, on pourra démontrer qu’elle est strictement monotone et étudier ses limites aux
bornes de l'intervalle.

Exemple 5.59. L’application f: RT — [1;+oo| définie par Vo € RT, f(z) = exp(x) est strictement
croissante car : Vo € RY, f/(z) = exp(z) > 0. De plus, f(0) = 1 et f(z) = +oo lorsque z — +o0.
Ainsi, f effectue une bijection de R™ dans [1, 4o0.

Proposition 5.60 }

Soient f € .Z(E, F) et g € % (F,G) deux fonctions bijectives. Alors g o f est une application
bijective.

1.5.2 Bijection réciproque

Définition 5.61. Soit f € .7 (E, F') une application bijective. On appelle bijection réciproque de f et on
note f~! Papplication qui a tout élément de F associe son unique antécédent par f.

Remarque 5.62. Si f est bijective alors pour tout z € F et tout y € F :
y=fx) <= xv=f"y).

~ Méthode. Pour déterminer la bijection réciproque d’une application bijective f: E — F', on résout pour
tout y € F, I'équation y = f(z) d’inconnue x € E : I'unique antécédent x par f de y est f~1(y).

lllustration 5.63.

Y
b
F
T
Exemple 5.64. Soit f 'application f : [0;1] — [3;5]. Poury € [3;5] et z € [0;1], 0n a :
T — 2x+3
y=f(z) <= y=2z+3 < z=(y—3)/2.
Ainsi, la bijection réciproque de fest f=! : [3;5] — [0;1] et on peut remarquer que :
y = (y—3)/2
{\me[o;u, fHf@) =f12x+3)=((2z+3)-3)/2=x
Yy € [3;5], f(f7'(y) = (y 3)/2) =2((y—3)/2) +3=y—-3+3=y.

On considére les ensembles F = {1;2;3} et F = {a,b,c} et f: E — F 'application définie par :
f(1) =a, f(2) =c et f(3)=b. Démontrer que f est bijective et déterminer f~!

L’application f définie ci-dessous est-elle bijective? Le cas échéant, déterminer sa bijection réci-
proque.

for oot = {-1,1}
o — 1
< — —1.
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—| Proposition 5.65 }

Soit f € % (FE,F) une application bijective. Alors :
fo f_l =idp et f_l of =idg.

De plus, f~! est bijective et (f~1)~! = f.

— Théoréme 5.66 |

Soit f € % (FE, F) une application. Alors, il y a équivalence entre :
(i) f est bijective;
(ii) 1l existe g € F(F, E) tel que go f =idg et f o g =idp.

De plus, si tel est le cas, g est unique et g = f1.

Exemple 5.67.
Considérons la translation de vecteur (1,1) dans C :

f:C - C f(2)

2 = 24 (1414) /

ainsi que la translation de vecteur (—1, —1) dans C :

g : C — C
z = z—(1+19).
Alors, pour tout z € C :

Donc, f est bijective et f~! = g.

Exemple 5.68. Soit f lapplication définiepar: f : N — N*
z = z+1.
Définissons 'application g : N* — N
r = x—1.
On vérifie aisément que g o f = idy et que f o g = idy~. Ainsi, f est bijective et f~! = g.

Remarque 5.69. Il faut vérifier les deux conditions f o g = idg et g o f = idg pour démontrer que f est
bijective. En effet, prenons :

f : R — Rt ot g : RY = R
r = 22 T = /T

Alors, pour tout z € RY, f(g(x)) = f(Vx) = (\/5)2 = x. Pourtant, ni f ni g ne sont bijectives.

—| Proposition 5.70 }

Soient f € Z(E,F) et g € % (F,G) deux applications bijectives. Alors, g o f est bijective et :

(gof) ™t =ftog™t




Limites de fonctions et continuité

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

rappeler les définitions des différentes limites en un point et en I’infini

étudier 'existence d’une asymptote et sa position locale par rapport a la courbe

étudier la limite en un point a l'aide des limites & droite et & gauche

appliquer le théoréme de la caractérisation séquentielle de la limite/de la continuité
maitriser les opérations sur les limites

appliquer le théoréme de comparaison

appliquer le théoréme des gendarmes

utiliser les équivalents des fonctions usuelles au voisinage de 0 pour déterminer des limites
mémoriser et appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires

mémoriser et appliquer le théoréme de la bijection.

| Limite d’une fonction

1.1 Limite en l'infini

Définition 6.1. Soient I un intervalle de la forme [a, +00[ (ot a € R est fixé) et f: I — R. On dit que f
tend vers { € R en 400 si :

Ve>0,3Ael, Va2 A, |f(z)—{ <e.

lors : i = li =/
On note alors Jm () =4 ou f(x)zjooé ou f+—0>o£ ou Jllol.}f 4

lllustration 6.2. Quelle que soit la précision ¢, les f(z) sont tous proches de la limite & e prés lorsque x
est suffisamment grand.

y/\
b4et----

e _____
{—egt----

Exemple 6.3. Considérons f : [1,4+o0] — R . Alors, f tend vers 0 en +o0.
cos(x)
x —
x

En s’inspirant de la définition précédentze, écrire la définition de «f tend vers £ en —oo».

Définition 6.4. Soient I un intervalle de la forme [a, +00[ (ot a € R est fixé) et f: I — R. On dit que f

tend vers +0o en +oco si :
VM eR,JAe I, Vx> A, f(zx) > M.

O te alors : i = — — limf = .
n note alors m_l}rfoof(m) +o00  ou f(x)z_>+oo—|—oo ou f+oo—|—oo ou Jggf +o0

lllustration 6.5. Quel que soit le réel M, les f(x) sont tous plus grands que M lorsque z est suffisamment
grand.
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Vv

v :

Exemple 6.6. Considérons la fonction f : [1,400[ — R . Alors, f tend vers +00 en +o0.
x — T

En s’inspirant de la définition précédente, écrire la définition de «f tend vers —oo en —oo».

Définition 6.7. Soient I un intervalle de la forme [a, +00[ (ot @ € R est fixé) et f: I — R. On dit que la
courbe représentative de f admet une asymptote oblique en +co (resp. —o0) d’équation y = ax + b s’il
existe une fonction €: I — R telle que :

{f(ac) =ax +b+e(x) au voisinage de + oo (resp. — 00)

e(z) 2T 0 (resp. () I 0).

lllustration 6.8. Autrement dit, la courbe représentative de f se rapproche de la droite d’équation y =

ax + b lorsque = tend vers U'infini :
f(z) = (ax+b) — 0.

T—>+00

y/~

Vv

.2 Limite en un point
1.2.1 Premiéres définitions

Définition 6.9. Soient I une partie non vide de R et f: I — R. On dira que f est définie au voisinage de
zo € R si I contient un intervalle de la forme :

[a,z0[ ou ]zg,b] ou [a,xo[U]zo,b], ou encore [a,b] avec xy € [a,b].

Exemple 6.10. Les deux fonctions f et g ci-dessous sont définies au voisinage de 0 :

f @ Ry = R et g : R — R
x — zln(x) = sin(x)
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Définition 6.11. Soient zyp € R et f: I — R définie au voisinage de xg. On dit que f admet pour limite
feRen zqsi:

Ve>0,30>0,vael, (lz—wol <5=|f(2) - <e).

On note alors : lim f(z)=¢ ou f(z) — £ ou f—{¢ ou limf=~{.
Tx—To T—To xo Zo

lllustration 6.12. Quelle que soit la précision ¢, pour = suffisamment proche de z, f(x) est proche de ¢
a € pres.
y A

1

1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 !
T T

1‘0—(5 o CL'0+5 Z

Remarque 6.13. La fonction f n’a pas besoin d’étre définie en xg pour y admettre une limite. Si f est
définie en z et que f admet une limite en xg, alors, cette limite ne peut étre que f(zo).

Exemple 6.14. Soit f la fonction définie par: f : R* — R

. s1n3§x).
Alors lim f(z) =1 car :
z—0
N _sin(z)  sin(z) — sin(0) ey B
Vr e RY, f(z)= = po m—_}())sm(O)—cos(O)—l.

Définition 6.15. Soient zg € R et f: I — R définie au voisinage de xg. On dit que f tend vers +oco en
T si:
VM eR, 36> 0,Veel, (|m—xo| <6 = flo) >M).

On note alors : lim f(z) = +o0 ou f(x) — +0o0 ou f— 400 ou limf = +oo.
T—To T—T0 Zo To

lllustration 6.16. Quel que soit le réel M, f(x) dépasse M pour tout x suffisamment proche de xy.
y A .

Mtp=====n=-- :

[N}

x0—5lwlolxo+5

Vv

Proposition 6.17 (unicité de la limite) |

Si une fonction admet une limite en un point (ou en 'infini), alors cette limite est unique.
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1.2.2 Limites a droite et a gauche

Définition 6.18. Soient z¢p € R et f: I — R définie au voisinage de z¢. On dit que f admet une limite
a droite en zg si la restriction de f a IN]xg, +oo[ admet une limite ¢ (éventuellement infinie) en 5. On
note alors :

lim f(z)=¢ ou f(x) — ¢ ou f—L
z—xgd z—xd xd

En s’inspirant de la définition précédente, écrire ce que signifie avoir une limite a gauche en un point
pour une fonction.

Exemple 6.19. La fonction f : R* — R vérifie lim f(z) =—ocoet lim f(z)= +oo.
1 z—0~ z—0t

S
T

—| Proposition 6.20 I

Soient zyp € R et f: I — R définie sur un intervalle I contenant zy. Supposons que zy n’est
pas une extrémité de I.

1. Soit £ € RU {—o00, +00}. Si li)m f(z) =4¢, alors lim f(z) =/ et 1im+f(ac) = /.

E—)EO Z—)EO

2. Si lim f(z) = f(=o) et lim f(x)= f(xo), alors zIHImI f(z) = f(z0)-

— +
Z—).’L‘O Z—).’L‘O

Exemple 6.21. Considérons la fonction f : R* — R
x = |z
f n’a pas de limite en 0 car lim f(z) # lim f(x). En effet, f(z) — 0 et f(z) — —1.
z—0~ z—0+ z—0+ z—0~

Définition 6.22. Soient g € R et f: I — R définie au voisinage de zg. On dit que la droite d’équation
x = xo est une asymptote verticale a la courbe représentative de f en z si :

lim f(z) =+c0 ou lim f(x) = £oo.

+ —
T—T T

Il Carctérisation séquentielle de la limite

Notation 6.23. Soit J un ensemble. On note I ensemble des suites a valeurs dans 1.

—| Théoréme 6.24 (caractérisation séquentielle de la Iimite)I

Soient g € RU {+00; —o0}, f: I — R définie au voisinage de zg et £ € RU {+00; —oc0}. Alors,
f tend vers £ en xzq si et seulement si :

N
V(up)n € T, (un n_)—+>oo zo = f(un) n_)—+>oo Z) .

Remarque 6.25. En général, on utilise ce théoréme pour démontrer qu’une fonction n’admet pas de limite
en un point (ou en +00).

1
Démontrer que la fonction f : R* — R définie par f(z) = sin (—) pour tout x € R*
x

n’admet pas de limite en 0.
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11l Opérations sur les limites

I11.1 Opérations algébriques

Dans cette section, f et g sont deux fonctions de I dans R. Les notations lim f et lim g désignent respec-
tivement les limites de f et de g en un point de I ou les limites de f et de g en 400 ou en —oo.

111.1.1 Limite d’une somme

lim f l l l 400 | —00 | 400

lim g 4 +00 | —00 | 400 | —00 | —00

lm(f+g) £+¢ +o00 -0 | 400  —00 ?

11.L1.2 Limite d’un produit

lim f ¢ >0 (>0 (<0 (<0 0 400 | —00 | +00
lim g 4 +00 | —c0 | 400 | —00 | *oo | 400 | —00 | —00
lm(fxg) | €x¢ | 400 -0 | —00 | 400 7 400 | 400 | —©

I11.1.3 Limite d’un quotient

o
o
+
o
|
+
8
I
8

lim f ‘e(e;é()) ‘

1
lim — -
ml] 1

I11.2 Limites et relations d’ordre

Définition 6.26. Soient f: I — R et xg un élément ou une extrémité de I. On dira qu'une propriété
portant sur f est vraie au voisinage du point z s’il existe un intervalle ouvert J,, de centre zo tel que
la propriété soit vraie sur Jy, N I.

Remarque 6.27. Cela signifie que cette propriété doit étre vraie pour tout z suffisamment proche de xg.

Définition 6.28. Soit f: [z, +00[— R une fonction. On dira qu’une propriété portant sur f est vraie au
voisinage de l'infini s’il existe M € R tel que cette propriété soit vraie pour tout x > M.

—| Théoréme 6.29 (de comparaison) l

Soient f et g deux fonctions de I dans R et xp € RU {+00; —0o} un élément ou une extrémité
de I. On suppose que, au voisinage de zg, f < g.

(i) Si f et g admettent des limites finies en zg, alors lim f < limg;
xo xo
(ii) Silim f = 400 alors limg = +00;
o Zo

(iii) Silimg = —oo alors lim f = —o0.
o Zo
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—| Théoréme 6.30 (des gendarmes) I

Soient f, u et v trois fonctions de I dans R et g € RU{+00; —0o} un élément ou une extrémité
de I.Si:

(i) au voisinage de zp, u < f < v,

(i) limwu =limwv = £ avec £ € R,
xo o

alors lim f = /.
o

—| Corollaire 6.31|

Soient f une fonction de I dans R et g € R U {+00; —oo} un élément ou une extrémité de I.
S’il existe une fonction € de I dans R et un réel ¢ tels que :

(i) pour tout z au voisinage de zg, |f(z) — £| < e(z),
(ii) wlggo e(z) =0,

alors, lim f = £.
zg

I11.3 Limites et fonctions composées

—| Théoréme 6.32 I

Soient I et J deux parties de R et ¢ un élément ou une extrémité de I. Soient f: I — J et
g: J — R. Soient encore yg € RU {+00; —oo} et £ € RU {+00; —c0}. Alors :

Jim f(2) = yo | ,

© —= 1 = /.
lim g(y) = ¢ Jim (g0 f)(z)
Y—Yo

IV  Comparaison locale de fonctions

Dans tout ce qui suit, f, g et h désignent trois fonctions de I dans R et zg un élément ou une extrémité
de I.

IV.1 Négligeabilité

Définition 6.33. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xq et on note f =,, o(g) s’il existe
une fonction e: I — R telle que :

T—rT0o

{s(:z:) — 0
Ve el, f(x) =e(x)g(z).

On écrira encore «au voisinage de zg, f = o(g)» ou «en xg, f = o(g)».

—| Proposition 6.34 l

Si g ne s’annule pas sur I'\{zo} alors :
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Proposition 6.35 I

Au voisinage de xg, si f est négligeable devant g et que g est négligeable devant h alors f est
négligeable devant h.

Exemples 6.36. Entre autres :
e Au voisinage de 400, 27 = o(e®).
e En 0, In(z) = o(1/z).
o f=, o(l)(:)licrbnfzo.

—| Théoréme 6.37 (croissances comparées) I

Soient & > 0 et 5 > 0. Alors,

(nz))” — 0 et i 0.

— =
i z—+00 eBT gz 4'oo

IV.2 Equivalence

Définition 6.38. On dit que f est équivalente & g au voisinage de z et on note f ~,, g (ou encore
f(xz) ~ g(z)) s'il existe une fonction e: I — R telle que :
T—T0

r—rx0o

{5(30) — 0
Ve el, f(x) = (1+e(x))g(x).

—| Proposition 6.39 l

fre g = f—9=4 0(9).

—| Proposition 6.40 l

Si g ne s’annule pas sur I\{zo} alors :

<

(z
z)

~

fre g = — 1.
Tr—xTQ

<
—

Remarque 6.41. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xg € R U {+o00; —o0} et soit
¢ € RU{+o0; —c0}. Alors :

(i) Si f ~a, g et que limg = ¢, alors lim f = ¢;
xo Zo

(ii) Si ¢ € R*, alors (f gy € <= lim f = z).
o
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—| Proposition 6.42 I

Au voisinage de g :
(i) f ~ g si et seulement si g ~ f.
(ii) Si f ~ g et que g ~ h alors f ~ h.
(iii) Si f ~ g et que h ~ k alors fh ~ gk.
)

(iv) Si f ~ g et que f et g ne s’annulent pas au voisinage de xy alors 1/f ~ 1/g.

Attention. Comme pour les suites, on ne peut ni additionner ni composer des équivalents.

Démontrer que :

1. En o0, 27 + 2% + In(z) ~ 27. 2. En 0, 22 + 23 ~ 22,

Proposition 6.43 I

o In(1+ ) % e cos(z) —1 A —22/2
e sin(z) ~o ¥ o % —1 ~ T
xT— x

.3
Déterminer la limite éventuelle en 0 de : s () .
o3 4ot
In(1
Déterminer la limite éventuelle en 0 de : —n( 2+ x)
x

V Fonctions continues

V.1 Continuité en un point

Définition 6.44. Soient f: I — R et 29 € I. On dit que f est continue en z( si f admet pour limite
f(zo) en xo.

Proposition 6.45 (Caractérisation séquentielle de la continuité)I

Soient f: I — R et xg € I. Alors, f est continue en zq ssi pour toute suite (uy), d’éléments
de I qui converge vers g, f(uy,) converge vers f(xg).

Exemple 6.46. Démontrons que la fonction définie ci-dessous n’est pas continue en 0 :

f : R — R
1 s
NN { s?xGQ
0 sinon.

. . v
Définissons la suite (uy), de terme général w,, = —. Alors (u,), converge vers 0 et ne prend pas ses
n

valeurs dans Q. Donc :
VneN, f(u,)=0 — 0.

n—oo

D’autre part, f(0) = 1 puisque 0 € Q. Ainsi :

Jim f(un) # £(0),

ce qui démontre d’aprés la proposition précédente que la fonction f n’est pas continue en 0.




Limites de fonctions et continuité

V.2 Continuité globale

I Définition 6.47. Soit f: I — R. On dit que f est continue sur [ si elle est continue en tout point xy de
1.

Remarque 6.48. Graphiquement, cela signifie qu’on peut tracer le graphe de f sans lever le crayon.
Attention cependant a ne pas faire de trait vertical!

—| Proposition 6.49 I

Soient f et g deux fonctions continues de I dans R et A € R. Alors :
(i) A\f + g est continue sur I ;
(ii) fg est continue sur I ;

(iii) si g ne s’annule pas sur I, alors f/g est continue sur I.

Définition 6.50. Soit f: I — R o I est un ensemble de la forme
Jxo,b] ou [a,zo[ ou [a,zo[U]zg,d].

On dit que f est prolongeable par continuité en zy si f admet une limite finie en x.

Exemple 6.51. Soit f la fonction définie par :

sin(x) _ 1

Alors, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1. En effet : lim

z—0 X
Soit f la fonction définie par :

f o R — R
-1
M six <0,
A x?
r+k siz > 0.

Déterminer un réel k tel que f soit prolongeable par continuité en 0 : on commencera par tracer le graphe
de f en prenant une valeur de k «au hasard».

V.3 Fonctions continues sur un segment

Théoréme 6.52 I

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Alors, f est bornée sur [a,b] et y atteint ses bornes.

Remarque 6.53. En terme de quantificateurs, cela signifie que
dz1 € [a, 0], Vo € [a,b],  f(21) < f(2),

et que
x5 € [a,b], YV € [a,b], f(z) < f(x2).

—| Théoréme 6.54 (des valeurs intermédiaires)I

Soient f: [a,b] — R une fonction continue et k un réel compris entre f(a) et f(b). Alors :

dc € [a,b], f(c)=kF.




Limites de fonctions et continuité

Remarque 6.55. Autrement dit, 'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

lllustration 6.56. Dans le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction f peut prendre plusieurs fois
la valeur k sur lintervalle [a, b].

ye
f(b) 1

Vv

V.4 Fonctions monotones
—| Théoréme 6.57 (de la bijection) I

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors :
(i) f réalise une bijection de I sur f(I)
(i) f~! est continue et strictement monotone, de méme monotonie que f

(iii) les bornes de f(I) sont les images par f des bornes de I.

Exemple 6.58. Considérons la fonction f : [0,+00] — R .

x —oa?
Alors f est strictement croissante sur I = [0, +oo[. f réalise donc une bijection de I dans J = f(I) =
[0, 4+00[. Sa bijection réciproque est continue de J dans I : c’est la fonction racine carrée.

Démontrer que I'équation In(2z + 1) 4 sin(z) = 1 admet une unique solution sur l'intervalle [0, 7/4].
Indication : on pourra étudier la fonction = — In(2x + 1) + sin(x) sur [0, 7/4].

Proposition 6.59 l

Lorsque f est bijective, les graphes de f et de f~! sont symétriques par rapport a la droite
d’équation y = x.




Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capables de :

e Déterminer les racines carrées ou les racines n-iémes d’un nombre complexe
e résoudre une équation du second degré a coefficients complexes
e déterminer les antécédents d’'un nombre complexe par la fonction exponentielle.

| Résolution d’équations

.1 Racines carrées d’un nombre complexe

Proposition 7.1 }

Soit A € C*. Alors, il existe exactement deux nombres complexes § et —¢ tels que 62 = A.

Définition 7.2. Un nombre complexe J tel que 62 = A est appelé une racine carrée de A.

Remarque 7.3. Soit z un nombre réel positif. On définit la racine carrée de = comme étant le nombre
réel positif qui, élevé au carré, vaut z. Ce choix permet d’écrire :

VT = ViV

Cependant, pour un nombre négatif (ou un nombre complexe), il n’y a pas de choix satisfaisant. En effet,
si on pouvait définir une fonction racine carrée sur C compatible avec le produit, alors on pourrait écrire :

1=Vi=y/(-1) - (-)=vV=1-V=1=(V-1)*=-1

ce qui est impossible. La fonction racine carrée n’est donc pas définie sur C et écrire A pour un nombre
qui n’est pas positif n’a pas de sens.

Attention. Ne jamais définir une racine carrée § de A par :
«soit 6 =vVA» ou  «soit 62 =A»
mais écrire & la place : « soit § une racine carrée de A » ou « soit § € C tel que 62 = A ».
Exemple 7.4. Déterminons les racines carrées de A = 1 4 4. Une méthode consiste a écrire A sous forme

exponentielle : ,
A =V2(V2/2 +iV2/2) = V2e/4,

Ainsi, les racines carrées de A sont :
61 _ é/geiﬂ/S et 52 _ _\‘7561'7'(/8 — %eiﬂeiﬂ'/g _ \4/561'9#/8-

Une autre méthode consiste & poser § = a + ib avec (a,b) € R? et a résoudre I'équation 62 = A. On a :

6P = 141 a?+ > =2 20 =v2+1
62:1+i<:>{2+__2b o1 —={a2-p2 =1 = {2 =12-1
@ reea - 2ab = 1 2ab = 1.

La troisiéme équation permet de dire que a et b sont de méme signe. On en déduit que les deux racines
carrées de A sont :

\/(\/§+ 1)/2+i\/(\f2— /2 et — \/(ﬁ+ 1)/2_1'\/(\/5— 1)/2.

A partir de cet exemple, déterminer la valeur de cos(7/8).

Déterminer les racines carrées de A = 8 + 6.
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1.2 Equations du second degré a coefficients complexes

—| Théoréme 7.5

Soient a € C*, b € C et ¢ € C. On considére 1’équation :

(E):az’ +bz+c=0.

On appelle discriminant de (E) le nombre complexe A = b* — 4ac.
(i) Si A =0, alors (E) admet une solution (dite double) donnée par :

o
T 2]

(ii) Si A # 0, alors (E) admet deux solutions données par :

—b—4

—bi-0
21 = et 29 =

2a 2a

otll § est un nombre complexe tel que 62 = A.

Remarque 7.6. Soient ¢ et —d les deux racines carrées de A. Alors, si on choisit —d a la place de §, les
roles de z; et de zo sont échangés. On obtient donc bien les mémes solutions.

Exemple 7.7. Résolvons dans C I'équation : (E) : 2% + 1 = 0. Son discriminant est A = 0 — 4 = —4.
Posons § = 2i. Alors 62 = A. Les solutions de (E) sont donc : 21 = % = —jet 29 = # = 1.
Résoudre ’équation d’inconnue z donnée ci-dessous :

22— (1+i)z—-2—-i=0.

1.3 Racines n-iémes

1.3.1 Racines n-iémes de l'unité

Définition 7.8. Soit n € N*. On appelle racine n-iéme de I'unité tout nombre complexe z tel que 2" = 1.
On note U,, I’ensemble des racines n-iémes de ’'unité.

Exemple 7.9. U; = {1} et Uy = {—1;1}.

Exemple 7.10. Quelles sont les racines quatriémes de 'unité ? On résout : z* = 1. On sait que :
A 1= -DEP+) = (- )(z+1)(z—i)(z +1).

On en déduit qu’il y a 4 racines qui sont 1, —1, ¢ et —i. Donc Uy = {1; —1;¢; —i}.

Remarque 7.11. Cette méthode ne fonctionne que dans des cas trés particuliers. En effet, comment
résoudre, par exemple, z7 =17

En écrivant z sous forme exponentielle et en identifiant modules et arguments, résoudre ’équation
7
2zt =1.

—| Théoréme 7.12 }

Soit n € N*. Les racines n-iémes de I'unité sont les n nombres complexes deux a deux distincts
wo, -+ ,wp—1 définis par : ‘
Vke[o,n—1], wy =€/,
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Résolution d’équations a variable complexe

Exemple 7.13. Les racines cubiques de Punité sont 1, e?27/3 et e#47/3,

Proposition 7.14 }

Notons wg, . ..,wn_1 les n racines de I'unité comme dans le théoréme précédent et My,...,M,, _1
les points correspondants dans le plan complexe. Alors, MgMj ... M, _; est un n-gone régulier
de centre O.

lllustration 7.15. Pour n = 5, on obtient un pentagone.

ei47r/5

ei67r/5

1.3.2 Racines n-iémes d’'un nombre complexe

Soit a € C*. Déterminer les racines n-iémes de a, c’est déterminer les solutions de 1’équation :

Z2" =a.
Pour ce faire, on utilise le théoréme portant sur les racines n-iémes de I'unité.

Exemple 7.16. Déterminons les racines cubiques de o = 12 —i12+/3. Commencons par écrire o sous forme

polaire :
12— i12v3 = 24 (5 _ z?) — 24 in/3,

On remarque que, grace a la formule de Moivre, 12 — i124/3 s’écrit
. 3 . 3 i 3
12 — 123 = 24 (e_”‘/9> - (241/%—”/9) _ (2€/§e—w/9) ,
Ainsi, pour tout z € C,

B =12 i12V3 = 23 = (2\/§e—”/9)

(2\/§e ”/9) -

3
z
<2\3/§e—”/9>

= : eU
2\3/36_“'/9 3
D’aprés le théoréme sur les racines n-iémes de 'unité, on en déduit :
3 _ . Z _ i2kn/3
2 =12-i12V3 < Jke[0,2], ————— =¢
|I ]] 2\3/56—@77/9
— Tk e |I07 2]]’ y = 2%e—i7r/9€i2k7r/3 — 2\3/§ei(6k—1)7r/9
— sc {2\3/56_”/9; 92/3¢i57/9, 2\3»/§ei117r/9} )




Résolution d’équations a variable complexe

Déterminer les racines quatriémes de 1 — 4.

Il Exponentielle d’'un nombre complexe

Définition 7.17. Soit z € C écrit sous forme algébrique z = a + ib avec (a,b) € R2 On définit
I’exponentielle de z comme étant le nombre :

exp(z) = e%™ = e (cos(b) + isin(b)).

Exemple 7.18. Soit z = In(2) + in/4, alors :
e = eln2ei7'r/4 _ 2ei7r/4 _ \/5_1_ Z\/E

Remarque 7.19. Si 2z est un réel, z = a + 30, alors :

exp(z) = e’ = ¢
De méme, si z est imaginaire pur, z = 0 + b, alors :
exp(z) = % = ¢,

La fonction exponentielle ainsi définie prolonge donc la fonction exponentielle réelle ainsi que la fonction
exponentielle imaginaire. C’est pourquoi on note souvent e* plutot que exp(z).

—I Proposition 7.20 l

Soit (z,2’) € C2. Alors :

7

(i) e*+% = e%e? (i) e £0
z

(i) @) =c

Exemple 7.21. Résolvons I’équation d’inconnue z € C suivante :
(E):e*=1+i.

Notons z = a + ib ot (a,b) € R? et écrivons 1 + 4 sous forme trigonométrique :
2 2 .
14+i=12 (% +z§) — V2em/,

Donc :

a=1n(v2)

214 aib=\/§ i7r/4¢;>
¢ e ¢ b=m/4[2n]

On en déduit que I’ensemble des solutions est :
In(2) /7
{T—H(Z—I—%w), keZ}.

1
El Déterminer I'ensemble des solutions sur C de I’équation suivante : e* + peli 0.

A Attention. La fonction In n’est pas définie sur C. On ne peut donc pas écrire :

e =1+1i < z=1In(1+14).




Dérivabilité

Dans tout ce chapitre, I désignera un intervalle de R non vide et non réduit & un point. On notera f une

fonction de I dans R, et on se placera dans un repére orthonormé (O, i 7)

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capables de :

étudier la dérivabilité d’une fonction en un point

justifier la dérivabilité d’une fonction et calculer sa dérivée & I'aide des formules usuelles

étudier les variations d’une fonction a l’aide du signe de sa dérivée

déterminer les extréma locaux éventuels d’une fonction

appliquer le théoréme de Rolle, le théoréme des accroissements finis, I'inégalité des accroissements
finis

e calculer la dérivée de la bijection réciproque d’une fonction bijective.

| Dérivabilité en un point

Définition 8.1. On dit que f est dérivable en a € I si la limite suivante existe et est finie :

L 1) = @)

T—a Tr—a

d
On appelle alors cette limite nombre dérivé de f en a et on la note f’(a) (ou parfois a(f)(a))

lllustration 8.2. Le rapport :
f(z) — f(a)

r—a

correspond au coefficient directeur de la droite passant par les points M, = (a, f(a)) et M, = (z, f(z)).

Démontrer que les fonctions constantes sont dérivables de dérivées nulles.
Soient n € N* et f la fonction définie par :

f: R — R
x — x™

Démontrer que f est dérivable en tout point a € R et que f/(a) = na™ 1.




Dérivabilité

—| Proposition 8.3 I

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est dérivable en a et f/(a) = ¢
oo flath) - fa)

lim &~/ S\
) fimy =
(i) il existe une fonction e: I — R telle que f(a+ h) = f(a) + h€+ he(h) avec flLin}) e(h) = 0.
—

=/

—| Proposition 8.4 I

Si f est dérivable en a, alors I’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
(a, f(a)) est donnée par :

y=fla)+(z—a)f'(a).

—| Proposition 8.5 l

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

& Attention. La réciproque est fausse! Penser & la fonction valeur absolue par exemple.

Définition 8.6. On dit que f est dérivable a droite en a si sa restriction a I N [a, +0o] est dérivable en a.
On note alors f)(a) le nombre dérivé de f a droite en a.

Remarque 8.7. f est dérivable & droite en a ssi la limite ci-dessous existe et est finie :

i Fath) = f(@)
h—0t h

Définition 8.8. De méme, la dérivée a gauche de f en a notée f,(a) est, lorsqu’elle existe, la limite

suivante : h
f fla+h) = f@)
h—0— h

Proposition 8.9 l

[ est dérivable en a ssi f est dérivable a droite et a gauche en a et que fj(a) = f;(a). Dans ce

cas, f'(a) = fa(a) = fy(a).

Exemple 8.10. La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0. Elle admet cependant en ce point une
deérivée a droite et une dérivée a gauche. En effet, si on pose f(x) = |z| pour tout = € R, alors :

o, TOEWFO p—jol A0
h h h h—0t
heo, TOEWFO pojo) _—h

h h h h—0—




Dérivabilité

Il Dérivabilité globale

Définition 8.11. On dit que f est dérivable si elle est dérivable en tout point de son domaine de définition

Dy. On note alors f’ I'application définie par f’ Dy

xz

—
—

11.1 Dérivées usuelles a connaitre

R
f'(@).

Remarque 8.12. Les fonctions usuelles (trigonométriques, polynomiales, fractions rationnelles, exponen-
tielles, logarithmes) sont dérivables sur leurs ensembles de définition. Attention cependant : la fonction
racine carrée n’est pas dérivable en 0. On rappelle ci-dessous les dérivées des fonctions usuelles ainsi que

leurs ensembles de dérivabilité respectifs.

Fonction  — --- | Domaine de dérivabilité | Dérivée z +— - -
", neN R na™ !
", n €L R* na™ 1
z¥, a€eR\Z 10, +00] ar®~1
1 0 !
(o) 10, +oc| ;
exp(x) R exp(x)
cos(x) R —sin(x)
sin(x) R cos(x)
tan(zx) R\ {Z +km, keZ} 1+ tan?(x)
Etudier la dérivabilité éventuelle de la fonction f Ry — R sur son ensemble de défini-

tion.

11.2 Opérations sur les fonctions dérivables

—| Proposition 8.13 l

(i) Af + g est dérivable et (Af +g) =Af'+ ¢
(ii) fg est dérivable et (fg) = f'g + fg’
/

(iii) si g ne s’annule pas sur I alors f/g est dérivable et (

Soient f et g deux fonctions dérivables de I dans R et A € R. Alors :

il

f'g— 19
g

—| Théoréme 8.14 I

Ve eI,

Soient u: I — J et f: J — R deux fonctions dérivables. Alors, f o u est dérivable sur [ et :

(f ow)'(z) = u'(z) x f'(u(z)).




Dérivabilité

1.3 Fonctions bijectives

Rappels
e L’application f: I — J est bijective si: Vy € J, 3z € I, y = f(x).
e Si f: I — J est bijective, alors sa bijection réciproque f~': J — I vérifie :

Vyed, (fof )=y
veel, (fof)(z)=uz.

— Théoréme 8.15 |

Supposons que f: I — J est bijective, dérivable sur I et que f’ ne s’annule pas sur I. Alors,
f~! est dérivable sur J et :

1

vwed, (f)(@y= Fof @)

Démontrer que 'application f ci-dessous est bijective puis étudier la dérivabilité de sa bijection
réciproque :
f o ]=n/2,7/2] — R
x —  tan(x).

11.4 Fonctions de classe €™

Définition 8.16. On définit la dérivée n-iéme d’une fonction par récurrence. On dit que f est n fois
dérivable sur I si elle est n — 1 fois dérivable sur I et que sa dérivée (n — 1)-éme est dérivable. On note
alors f(™ la dérivée n-iéme de f. On convient que f(©) = f.

Soit :

foR R
1. Justifier que f est dérivable sur son ensemble de définition et calculer f'.
2. Justifier que f’ est dérivable sur son ensemble de définition et calculer f”.
3. Faire de méme jusqu’a f4).

4. Déterminer pour tout n € N* une formule de récurrence pour le calcul de f(™ et démontrer ce résultat.

Définition 8.17. On dit que f est de classe €" sur [ si elle est dérivable n fois et si sa dérivée n-iéme
est continue. On note €™ (I) 'ensemble des fonctions de classe € sur I.

Définition 8.18. Une fonction est dite de classe €*° si elle est de classe €™ pour tout n € N.

Exemple 8.19. Les fonctions usuelles (trigonométriques, polynomiales, fractions rationnelles, exponen-
tielles, logarithmes) sont de classe ¥ sur leurs ensembles de définition.

Remarque 8.20. La fonction racine carrée est de classe > sur R’} mais pas sur R.

Il Théorémes de Rolle et des accroissements finis

I11.1 Extrema locaux d’une fonction dérivable

Définition 8.21. On dit que f admet un maximum global en a si :

Veel, [f(z)</f(a)




Dérivabilité

Exemple 8.22. La fonction f : R — R admet un maximum global en 0.
r — —a?

Définition 8.23. On dit que f admet un minimum local en a §’il existe un voisinage V' de a tel que :

VeeV, f(z)=f(a)

lllustration 8.24. Un extremum local n’est pas forcément global.

1 y = f(x)

minima locaux

maximum local

Vv

Proposition 8.25 I

Soit a un point de I qui n’est pas une extrémité de I. Si f est dérivable en a et que f admet
un extremum local en a, alors f’(a) = 0.

lllustration 8.26. Les tangentes & la courbe représentative de f aux extrema locaux sont horizontales.

y4

Vv

A Attention. La réciproque est fausse! Penser par exemple & la fonction cube en zéro.

111.2 Accroissements finis
—| Théoréme 8.27 (de Rolle) I

Soit f: [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b| telle que f(a) = f(b) (a < b). Alors :

Je €la,b], f'(c)=0.




Dérivabilité

lllustration 8.28. Il peut y avoir plusieurs points en lesquels f’ s’annule.

y4

—| Théoréme 8.29 (des accroissements finis) I

Soit f: [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b (a < b). Alors :

Je €la,b], f'(c) = w.

f) - fla)
b

de coordonnées respectives (a, f(a)) et (b, f(b)). Le théoréme des accroissements finis dit qu’il existe
au moints un réel ¢ dans intervalle |a,b] tel que le coefficient directeur de la tangente a la courbe
représentative de f au point (¢, f(c)) soit le méme que celui de la droite (AB).

lllustration 8.30. Le rapport correspond & la pente de la droite reliant les points A et B

y
HOR

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Démontrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que :

b
/ f@)de = (b— a) ().
a
Indication : appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction

g : |a b — R
x> /f(t)dt.

Un automobiliste met 10 minutes pour aller & son travail, situé & 15km de chez lui. Démontrer qu’il
a atteint la vitesse de 90km/h lors de son trajet.
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—| Corollaire 8.31 (Inégalité des accroissements finis) I

Soit f: I — R une fonction dérivable sur I. S’il existe une constante M > 0 telle que pour tout
x € I on ait |f'(x)] < M, alors :

W(a,b) € I, |£(5) — f(a)] < M|b—al.

I11.3 Variations des fonctions dérivables
Définitions 8.32. On rappelle que :
o fest croissante sur I si: V(z,y) € I?, (z<y= f(z) < f(y))
e f est strictement décroissante sur I si: 2z V(z,y) € I?, (z <y = f(z) > f(y)).

—| Théoréme 8.33 I

Supposons f dérivable sur 1. Alors :
(i) f' =0 si et seulement si f est constante
(i1) f/ > 0 sur I si et seulement si f est croissante sur I

(iii) si f’ > 0 sauf éventuellement en un nombre fini de points, alors f est strictement croissante
sur /.




Les polynémes

Dans tout ce chapitre, K représente un ensemble qui désigne R ou C.

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capables de :

maitriser les opérations sur les polynomes (somme, produit, dérivée)

manipuler les degrés de polynémes en lien avec ces opérations

exploiter le lien entre degré d’un polynéme et nombre de racines

effectuer une division euclidienne de polyndémes de petit degré

déterminer le reste dans une division euclidienne de polyndémes de degré quelconque
décomposer un polynéme en produit de facteurs irréductibles sur R[X]

décomposer un polyndme en produit de facteurs irréductibles sur C[X].

I L’ensemble des polynomes

I.1 Premiéres définitions

Définition 9.1. Un polynéme sur K est une suite de coefficients (as), de K dont tous les termes sont nuls
a partir d’un certain rang. Pour simplifier, on écrira le polynéme (ag, a1, ...,ay,0,...) sous la forme

a0+a1X+a2X2—|—...—|—anX",

et on dira que X est I'indéterminée du polynome.

n
Remarque 9.2. On note parfois aussi Z ap X" ou plus simplement 3~ az X* le polynoéme de la définition
k=0

précédente.

Définition 9.3. On note K[X] I'ensemble des polynomes a coefficients dans K.

Exemples 9.4. Entre autres :
e P=1+X —3X* est un polynéme.
e P =0 est le polynéme nul.

Définition 9.5. Soit P un polynome de K[X]. La fonction polynomiale associée a P est :
K — K
x = P(x).

On peut démontrer que la fonction ci-dessus détermine entiérement le polyndéme P. C’est pourquoi on
identifiera souvent un polynoéme & sa fonction polynomiale associée.

Proposition 9.6 }

Une fonction polynomiale est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Remarque 9.7. Deux polynomes P et ) sont égaux si leurs coefficients sont égaux.

1.2 Opérations sur les polynomes

Définition 9.8 (Somme). Soient P = Y a;, X" et Q = > by X* deux polynomes a coefficients dans K et
soit A € K. On définit le polynéme AP + @ par :

AP +Q = (Aaj +bp) X",
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Exemple 9.9. Soient P =1+ X2 et Q = X + X2 4+ 3X3. Alors :
P-Q=(1+X")—-(X+X*+3X%)=1-X—3X°.

Définition 9.10 (Produit). Soient P = Y a;, X" et Q = > by X* deux polynomes de K[X]. On définit le
polynéme PQ par :

PQ = Z R XF
ot pour tout k € N :
C = Z aibj.
itj=k

Remarque 9.11. La multiplication polynomiale correspond a la multiplication des fonctions polynomiales
associées.

Exemple 9.12. Soient P =1+ X et Q = 3X + X2, alors :

PQ=(1+X)3X+X?) =3X+X?+3X?+X?=3X +4X? + X3

.3 Degré d'un polynéme

Définition 9.13. On appelle degré d’un polynéme non nul P = 3 a X* le plus petit entier ng tel que :
Vn >mng, an, =0.O0n le note deg(P).

Remarque 9.14. Soit P = Y a;x X* un polynéme non nul.

n7#0
deg(P) = n <— an 7
Vk > n, a =0.
Définition 9.15. Par convention, on dira que le degré du polyndéme nul est —oo.

Exemple 9.16. Soit P = 1 + 3X?2, alors deg(P) = 2.

Définition 9.17. Soit P = Y a3 X" un polynéme non nul. On appelle coefficient dominant de P le
coefficient a,, ou n = deg(P).

Exemple 9.18. Si P =1+ 2X?, alors le coefficient dominant de P est 2.

Définition 9.19. Un polynoéme est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.

—| Proposition 9.20 }

Soient P et () deux polynémes non nuls de K[X]. Alors
(i) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
(ii) Sideg(P) < deg(Q), alors deg(P + Q) = deg(Q)
(iii) Si deg(P) = deg(Q) alors deg(P + Q) < deg(Q).

Remarque 9.21. De maniére générale, on a toujours : deg(P + @) < max (deg(P),deg(Q)).

Exemple 9.22. Soient P = 1+ X et Q = 1 — X. Alors : P+ Q = (1+X)+ (1—X) = 2. Donc
deg(P + Q) = 0. Pourtant, P et @) sont de degré 1.

Exemple 9.23. En cas de doute, pour retrouver le point (i) de la proposition, on pourra prendre par
exemple : P = X™ et Q = X™, auquel cas : PQ = X"T™. On a bien deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Soient P, Q et R trois polynomes non nuls tels que : PQ = PR. A Daide de la proposition 9.20,
démontrer que deg(Q) = deg(R).
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Il Divisibilité dans K[X]
1.1 Définition

Définition 9.24. Soient P et () deux polyndmes de K[X]. On dit que P divise @ (ou que @ est un multiple
de P) et on note P|Q si :

JR e K[X], Q=PR.
Exemple 9.25. Soit P = X3 — X. Alors : P = X(X? — 1) = X(X — 1)(X +1). Donc :

X|P, (X -1)|P, (X*-1)|P,...

1
Exemple 9.26. Soient P =1+ X et Q =2+ 2X. Alors P = iQ et @ = 2P. Ainsi P|Q et Q|P.

Remarque 9.27. Soient P et () deux polyndémes non nuls.
(i) Si P|Q, alors deg(P) < deg(Q)
(ii) P|P
(iii) Si P|@ et que Q|P, alors il existe A € K* tel que P = AQ.

I1.2 Division euclidienne
—| Théoréme 9.28 (division euclidienne)}

Soient A et B deux polynémes de K[X] avec B non nul. Alors :

A=BQ+R

(@, R) € K[X]?, {deg(R) < deg(B).

Exemple 9.29. Effectuons la division euclidienne de X° — X*+ X3 par X2 +1. Il s’agit de poser la division
de X5 — X% + X3 par X2 + 1 comme on a appris a le faire a ’école primaire pour diviser des nombres.
On commence par se demander par quel monéme multiplier X2 + 1 pour obtenir un polynéme dont le
terme de plus haut degré est X° (le terme de plus haut degré du polynéome X° — X* + X3) : c'est X3
car X2 x X3 = X°. Puis on répéte ce procédé pour chacun des dividendes successifs.

2
X5 x4 4x3 X+l
—(x° +X?) X3_X241
_x4
—(—X* -X?)
X2
(X% +1)

-1

Ainsi :
XXt X3 = (X2 1) (X - X2+ 1) - 1.

Effectuer la division euclienne de X* — 2X3 4+ X — 3 par X2 + X + 1.

1.3 Polynémes irréductibles

Définition 9.30. Un polynéme P de K[X] est dit irréductible dans K[X] si deg(P) > 1 et que ses seuls
diviseurs sont les polynomes de la forme A et les polynomes de la forme AP ou A € K*.
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Exemple 9.31. Démontrons que les polynémes de degré 1 sont irréductibles.
Soit P un polynome de K[X] de degré 1. Démontrons que P est irréductible dans K[X]. Considérons un
diviseur @ de P. On a alors : deg(Q) < deg(P) = 1. De plus, @ # 0 (car P # 0). Il y a donc deux cas
possibles : deg(Q) = 0 ou deg(Q) = 1.
e Si deg(Q) =0, alors @ est un polynome constant. Il existe donc A € K* tel que Q = .
e Sinon, deg(Q) = 1. Notons alors R le polynome de K[X] tel que P = QR. On remarque que :
deg(R) = deg(P) — deg(Q) =1 —1 = 0. Ainsi, le polynéme R est un polynéme constant : il existe
donc o € K* tel que R = a. D’out P = () X « et, par conséquent, () = éP = AP avec A\ = é e K*.
Les seuls diviseurs de P sont donc les polynémes de la forme A et les polynomes de la forme AP avec
A € K*. Ainsi, P est irréductible dans K[X].

Exemple 9.32. Soit P =1+ X2. Alors P est irréductible dans R[X] mais pas dans C[X] puisque :

P=(X—i)(X +i).

Il Polynéme dérivé
Définition 9.33. Soit P = 5" a;, X* un polynéme de K[X]. Le polynéme dérivé de P est le polynéme P’

défini par :
P = Z kapX*1.
k>1
Exemple 9.34. Soit P = 4X* 4+ 8X3 —2X + 1. Alors P/ = 16X3 +24X? — 2.
Exemple 9.35. Soit Q = 1+ 2iX — (1+4)X2. Alors Q' = 2i — (2 + 2i)X.

Remarque 9.36. Lorsque K = R, la notion de dérivée coincide avec celle vue en analyse pour les fonctions
d’une variable réelle.

—| Proposition 9.37 }

Soient P et () deux polyndmes de K[X] et A € K. Alors :
(i) AP +Q) =P+ Q'
(i) (PQ) = P'Q + PQ.

Démonstration. Lorsque K = R, c¢’est une conséquence des propriétés de la dérivation sur R. Ce résultat
peut aussi se démontrer de maniére directe (avec K =R ou K = C). O

Définition 9.38. Soit £ € N*. On définit par récurrence la dérivée k-iéme d’un polynome P, notée P*),
comme étant la dérivée de P*~1 . Par convention, on note P(®) = P.

Exemple 9.39. Soit P =1+ X3. Alors : P/ =3X?2, P" =6X, P®) =6 et Yk >4, P* =0.

Soit P un polynoéme de degré n. Démontrer que pour tout k > n, P*) = 0.

IV Racines d’un polynéme

IV.1 Définition

Définition 9.40. Soit P € K[X]. On dit que o € K est une racine de P (ou un zéro) si P(«) = 0.




Les polynomes

—| Proposition 9.41 }

Soient P € K[X] et o € K. Alors :
(i) « est une racine de P ssi (X — ) divise P

(ii) si deg(P) =n avec n > 0 alors P admet au plus n racines distinctes.

—| Corollaire 9.42 }

Soit P € K[X] de degré n. Si P admet n racines distinctes oy, ..., a, alors P s’écrit :
P=a,(X —a1)...(X —ay)

ol a,, est le coefficient dominant de P.

Soit P = X3 +3X?% — X — 3. Démontrer que P est divisible par X — 1 et effectuer la division
euclidienne de P par X — 1. Indication : on pourra calculer P(1).
IV.2 Racines multiples

Définition 9.43. Soient P € K[X] et p € N*. On dit que o € K est une racine de P d’ordre de multiplicité
p (ou plus simplement d’ordre p) si :

(X —a)’|P et (X —a)P™ fP.

Exemple 9.44. Soit P = X* — X2. Alors, 0 est racine d’ordre 2 de P. En effet :
P=X*X?-1)=X*(X - 1)(X +1).

Donc X? divise P, mais P n’est pas divisible par X3.

—| Théoreme 9.45 |

Soient P € K[X], p € N* et a € K. Alors, « est une racine de P d’ordre p ssi :

P=(X—-a)PQ

2@ e Klx], {Q(a) £0.

—| Corollaire 9.46 }

Soient P € K[X], p € N* et @ € K. Alors, « est une racine de P d’ordre p ssi :

P(a)=P'(a)=...= PP D()=0 et PP (a)#£0.

Démonstration. Dans le cas ou P € R[X], il suffit d’appliquer la proposition précédente puis de se
souvenir comment dériver un produit. O
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V Factorisation de polynémes

V.1 Polyndémes scindés

Définition 9.47. On dit qu’un polynéome P est scindé sur K[X] s'il existe un scalaire A € K, des entiers
non nuls py, pa, -+, Pn et des éléments a1, as, ---, a, de K tels que P s’écrive :

P=XX—a1)P(X —a2)?? ... (X — ay)P".

Autrement dit, un polynome est scindé sur K[X] si et seulement si toutes ses racines sont dans K.

Exemple 9.48. Le polynéme X2 + 1 est scindé sur C[X] car on peut écrire : X2 + 1 = (X — 4)(X +1).
Cependant, comme X2 + 1 n’admet pas de racine réelle, il n’existe pas de réels a, a; et oo tels que :
X?+1=a(X —a1)(X — az), et donc X2 + 1 n’est pas scindé sur R[X].

V.2 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Proposition 9.49 }

Tout polynoéme non nul de K[X] se décompose en produit de polynomes irréductibles unitaires
de K[X]. Cette décomposition est unique a l’ordre des facteurs pres.

Remarque 9.50. Cette décomposition est similaire & la décomposition des entiers en produit de nombres
premiers.

V.2.1 Décomposition dans C[X]

—| Théoréme 9.51 (de d'AIembert-Gauss)}

Tout polynoéme non constant de C[X] admet au moins une racine.

—| Corollaire 9.52 }

Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

—| Théoréme 9.53 }

Tout polynome sur C[X] est scindé.

Remarque 9.54. Cela signifie que 'on peut toujours factoriser un polynéme sur C[X] en un produit de
polynémes de degré 1 a coefficients dans C.

Exemple 9.55. Factorisons le polynome P = X3 + 2 en produit de polynémes irréductibles dans C[X].
Pour cela, déterminons les racines de P. Soit z € C.

P(2)=0 <= 2°4+2=0 < 2°= -2

On remarque que :

. 3 . A3
9 — 9T — (\?/i) e1371'/3 _ (\3/56177/3) )
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Par conséquent,

w

N3 3 .
P(2)=0 < 2° = (\?’/ie”/?’) — (Z> =1 < Ik e[0,2], ————= =ei27/3

/2eim/3 e m/?’
— Jke[0,2], z = V233 = {/2e PYCLEELS
7 Ee {\@61§7 V2, \/ie’%ﬂ}.
N——
=—V2
Ainsi, la décomposition de P en produit de polyndmes irréductibles dans C[X] est :
o (e 30) (e0.3) (3= 2]

Factoriser dans C[X] le polynome P = X® — 1 en produit de polynomes irréductibles.

V.2.2 Décomposition dans R[X]

—| Proposition 9.56 }

Les polynomes irréductibles de R[X] sont :
(i) les polynomes de degré 1;

(ii) les polynomes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

Lemme 9.57. Soient P € R[X] et o € C\R une racine de P. Alors, @ est racine de P.

Exemple 9.58. Factorisons le polynome P = X® + 2 en produit de polynémes irréductibles dans R[X].
D’aprés I'exemple 9.55, la décomposition de P en produit de polyndmes irréductibles dans C[X] est :

P=(x-V2e) (x4 ¥2) (X -¥2e%).
Remarquons que ¢ = e 5 = ¢i5. Par conséquent,
X—e/iezg)(X—i—\[)( \2/5817%>
(X \[es)(X \fes )

) (727) )

(
<X2 es+\fes)
(X2—2Re V2e') X + 2)

(X2—2f2cos( ) X +28)
:<X+\f)( fX+2s).

Par construction, le polynéme X2 — ¢/2X + 23 ne posséde pas de racines réelles. La décomposition de P
en produit de polynomes irréductibles dans R[X] est donc :

P= (X +V2) (X2 Vax +2}).
Factoriser dans R[X] le polynome P = X° — 1.

Soit P = X4 —2X3 +2X2 — 2X + 1. Démontrer que 1 est racine multiple de P puis en déduire les
factorisations de P dans R[X] et dans C[X].

Factoriser dans R[X] et dans C[X] le polynome P = X3 —3X?% +4X — 2.




Fonctions trigonométriques réciproques

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

e déterminer des valeurs remarquables des fonctions arc sinus, arc cosinus et arc tangente

e rappeler les ensembles de définition et de dérivabilité des fonctions arc sinus, arc cosinus et arc
tangente

e calculer des dérivées impliquant les fonctions arc sinus, arc cosinus et arc tangente.

Pour pouvoir aborder ce chapitre, il est nécessaire d’avoir intégré la notion de fonction bijective et de
bijection réciproque. En outre, un résultat essentiel est le théoréme ci-dessous vu dans le chapitre 8.

—| Théoréme 10.1 I

Supposons que f: I — J (ou I est un intervalle non vide non singulier de R) est bijective et
dérivable et que f’ ne s’annule pas sur I. Alors, f~! est dérivable sur .J et :

1

vyed, (7)) = Tof )

I La fonction arc sinus
La fonction sinus n’est pas bijective de R dans R. Cependant, elle I'est de [—7/2;7/2] dans [—1;1].
Définition 10.2. On appelle arc sinus et on note arcsin la bijection réciproque de la fonction :

[=m/27/2] = [=1;1]
x —  sin(z).

Autrement dit, pour y € [—1;1], arcsin(y) est 'unique angle compris entre —7/2 et 7/2 dont le sinus

vaut y :
. =sinzx
vy € [=1; 1], (afcsm(y) = {i € [-m/2m/2] )

La fonction
fo[=m/2im/2] —  [-1;1]
x —  sin(x),

étant continue et strictement croissante sur [—m/2;7/2], sa bijection réciproque arcsin est également
continue et strictement croissante sur [—1;1]. De plus, la dérivée de la fonction f ne s’annule pas sur
| —m/2;7/2] car :

Vo €] —n/2;7/2[, f'(x)=sin(z) = cos(z) > 0.

D’apres le théoréme 10.1, on en déduit que sa bijection réciproque arcsin est dérivable sur | — 1; 1], et que

S 1 B 1 B 1
Vy 6] —1; ].[, arcsim (y) - (f 1) (y) - (f/ o f_l) (y) - Sin'(arcsin(y)) = COS(&I‘CSin(y)) .

Or, pour tout y €] — 1; 1] :
(cos(arcsin(y)))? = 1 — (sin(arcsin(y)))® = 1 — 2,

donc
|cos(arcsin(y))| = /1 — y2.

Enfin, puisque arcsin(y) appartient a | — 7/2; 7/2[ et que la fonction cos est positive sur | — 7/2; 7 /2|, on
en déduit que :

cos(arcsin(y)) = /1 — 2.
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D’ou
1

Vy €] — 1;1], arcsin’(y) = —.
V1—19y?
La dérivée de arcsin est une fonction de classe € sur | — 1; 1. Ainsi, la fonction arcsin elle-méme est de

classe €°° sur | — 1;1].
En —7/2 et en 7/2, la dérivée de la fonction sinus s’annule : la fonction arcsin présente donc en —1 et en

1 des demi-tangentes verticales.

On peut alors énoncer le résultat suivant, que ’on vient de démontrer.

—| Proposition 10.3 I

La fonction arcsin est continue sur [—1;1], de classe €>° sur | — 1;1[ et :
. 1
Yy €] — 1;1[, arcsin'(y) = —.
V1—1y?
De plus, la courbe représentative de arcsin présente aux points d’abscisses 1 et —1 des demi-
tangentes verticales.

lllustration 10.4. Graphe des fonctions sinus et arc sinus.

Y

. y = arcsin(x)

L

1 / y = sin(z)

11
B
|
—

—
VEE
8

SE}

Il La fonction arccos
La fonction cosinus n’est pas bijective de R dans R. Cependant, elle l'est de [0; 7] dans [—1;1].
Définition 10.5. On appelle arc cosinus et on note arccos la bijection réciproque de la fonction :

0;7] = [=1;1]
x = cos(x).

Autrement dit, pour y € [—1; 1], arccos(y) est 'unique angle compris entre 0 et 7 dont le cosinus vaut y :

Yy € [—1;1], <arccos(y) = {i Z [C(;);S:] >
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—| Proposition 10.6 I

La fonction arccos est continue sur [—1; 1], de classe € sur | — 1; 1] et :
p —1
Yy €] — 1;1[, arccos'(y) = ———.
V1—y?

De plus, la courbe représentative de arccos présente aux points d’abscisses 1 et —1 des demi-
tangentes verticales.

lllustration 10.7. Graphe des fonctions cos et arccos.

Y

y = arccos(fr

ol

11l La fonction arc tangente
La fonction tangente n’est pas bijective. Mais sa restriction a I'intervalle | — w/2, 7/2[ est bijective.
Définition 10.8. On appelle arc tangente et on note arctan la bijection réciproque de la fonction :

|—7/2;7/2] — R
x —  tan(x).

Autrement dit, pour y € R, arctan(y) est 'unique angle compris strictement entre —7/2 et 7/2 dont la

tangente vaut y :
Yy =tanx
Yy € R, arctan(y) = r <— .
Y ( ) {x €] - /272 )

—| Proposition 10.9 I

La fonction arctan est de classe € sur R et :
1
1+y?

Vy € R, arctan’(y) =
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Hlustration 10.10. Graphe des fonctions tan et arctan.

Y
s
2
y = arctan(z)
_z [ T
2 2
T
2

— Propriété 10.11 |

La fonction arctan vérifie :

. us . T
lim arctan = —— et lim arctan = —.
P 2 +o0 2
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