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S’exprimer et raisonner en mathématiques

1. Démontrer que I'assertion suivante est une tautologie :

(PvQ) = ("P)A(7Q)

En déduire la négation de 'assertion suivante : «La fonction f
est injective ou surjective».

2. Démontrer que I'assertion suivante est une tautologie :
("P=>Q)A-Q) = P.

A quel raisonnement correspond ce résultat?

n Soit n un entier naturel. Démontrer, par disjonction des cas,

que n® —n est divisible par 3.

On discutera en distinguant les restes de la division euclidienne de n
par 3.

n Démontrer, en raisonnant par récurrence, que 327+2 — 27+1 egt

divisible par 7 quel que soit n € N.
Soit @ un nombre réel vérifiant :
Ve>0, lal<e.
Montrer que a = 0.

B Soit n un entier naturel non nul. Démontrer que, si 2" —1 est
un nombre premier, alors n est un nombre premier.

n On cherche a déterminer toutes les fonctions f définies sur R a
valeurs dans R telles que :

VxeR, VyeR, f@)f(y)—fxy)=x+y.

1. On suppose qu’une telle fonction f existe. Prouver que f(0)=1
2. En déduire I'expression de f(x).

3. Conclure.

Trigonométrie et compléments de calcul algébrique

Résoudre dans R les équations suivantes :

(E1):4x+2=v3-2x (Eg):vm+x—vV1+x=1loumeR

1. VxeR",VneN,
2. V(a,b,c)eR3,

[ 9
M) Vie=yl<|vVixl- V|

Démontrer que :
A+x)"=1+nx
a?+b%2+c2=ab+ac+be

Montrer que, pour tous réels x et y :

(i) |xl+lyl<lx+yl+]x—yl

Nl Résoudre dans R les inéquations suivantes

o %5 5. Va2 —x—-2=|x—2|
x° +5x < 6x” 6. VaZ-x-2>x-2
5-x[<2 7. V1-x2 <m-—xoum est
|1 - 2x2| =3 un parameétre réel.

. y;po_m!—A.

I8 Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n non
nul,

n(n+1) n n 2
3. Zk3=(z k)
k=1 k=1
Mn+D@n+D
6

Z z(z+ 1)

En déduire pour n = 2, la somme

Soit n € N*.
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1. Démontrer que
VE € [1,nl, k(z

B n-—1
“Me-1)

no(2n) "L 2n
VEk e [1,nl, Z( :Z( )
o2k p\2k+1

et que

En déduire les sommes
n n 2
k=0 k k=0 2k
2. Calculer si possible de plusieurs facons la somme

"ok
Z() (oun=p=0).
k=p \P

Suites réelles

1. Soit a et b deux constantes réelles. On considére une suite
(un)nen vérifiant pour tout entier naturel n :

Un+2 =QUp+1+bup.

On suppose que I’équation d’inconnue x, x? = ax +b admet au

moins une solution c. Démontrer que la suite (v,),en définie par
Up = Up+1— CUy, est géométrique de raison a —c.

2. On appelle suite de Fibonacci la suite (F;,),en définie par :

Fo=0; F1=1
VneN, Frpiog=Fni1+Fy

2=x+1.

On notera @ la solution positive et ¢ la solution négative.

(a) Résoudre dans R I’équation x

(b) En utilisant la premiére question,, exprimer F,, en fonction
de n, de ® et de ¢.

(c) Déterminer la limite des quotients F}"—,*ll lorsque n tend vers
+00.
Etudier la convergence de la suite V de terme général

11+214+3!+---+n!
Up =

n!

en utilisant le théoréeme des gendarmes.

On définit pour tout n e N* :
1
vn
1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en
déduire ?

LA |
up=2vn-) — et vy=un+
k=1 VEk

n
2. Donner un équivalent simple de Z — lorsque n tend vers

k=1
+00.

On définit les suites (u,)pen+ et (U )nen par

no1 1
un=ZE et v,=u,+
k=0""

nxn!

1. Montrer que u et v convergent vers la méme limite ¢.

2. En déduire un encadrement de ¢ d’amplitude 1075.

Classer par ordre croissant pour la relation « est négligeable
devant » :

n 2n
@2n)!, n", e, nl

(Vn)"

n In(n),

On considere la suite définie par son premier terme u stricte-
ment positif et la relation de récurrence
Unp

VneN, ups1= 55—
us+up+1
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1. Montrer que la suite (u,),ecn est positive et décroissante. En

déduire qu’elle est convergente et préciser la valeur de sa limite.

2. (a) Montrer, par récurrence, que V e N*, 0<u, < %
(b) Montrer que pour tout entier 2 on a : uklﬂ - u—lk =1+uy.

(c) Montrer que pour tout entier % strictement positif, on a :

7 <In(k +1)—In(k)

(d) Quelle est la limite lorsque n tend vers I'infini de ln(T”) ?
(e) En déduire un équivalent simple de u, au voisinage de
+00.

Soit (1,)nen une suite réelle. Que pensez-vous des assertions
suivantes :
e Si(u,) converge vers un réel ¢ alors (u2,) et (v, +1) convergent
vers .
e Si(ug,) et (ug,+1) sont convergentes, il en est de méme pour
(up).
e Si(ug,) et (u2,+1) sont convergentes, de méme limite 7, il en
est de méme pour (u,).

m On considere les suites (u,)nen* €t (Uy)nen+ définies par

i 1 ¢ N 1
Un = - e Upn=Up+—F.
h=1 k3 2n2

1. Démontrer que les suites (u,)en €t (Un)nen SONt convergentes

et ont la méme limite. On pose /= lim u,.
n—+oo

2. Déterminer un entier p tel que u, soit une approximation de ¢
a 0,01 pres.

3. Reproduire et compléter le tableau suivant a I’'aide d’'une calcu-
latrice :

n | valeur approchée de u,
a 0,001 pres par défaut

valeur approchée de v,
a 0,001 pres par exces

10
15

4. Déduire de ce tableau une valeur décimale approchée de ¢ aussi
précise que possible.On indiquera la précision de cette approxi-
mation.

Ensembles et applications

On consideére les quatre parties de N suivantes :

A={neN, 3keN, n=3k} B={neN, 3keN, n=12k}
C={n€l\l, Elkel\l,n=15k} D={n€l\|, nSlOO}

1. Définir chaque ensemble précédent a 1’'aide d’'une phrase en
francais.

2. Donner la liste des éléments de BnD.
3. Déterminer AuUBUC.

4. Déterminer AnBNC et donner la liste des éléments de DNnBNC

m Un sondage effectué aupres de 150 personnes a donné les résul-
tats suivants :
« Ala question «consommez-vous réguliérement de I'alcool ?», 50
personnes répondent oui.
« A la question «étes-vous fumeur ?», 80 personnes répondent
oui.
« A la question «étes-vous un fumeur qui consomme réguliére-
ment de I'alcool ?», 35 personnes répondent oui.
Combien de personnes ne sont pas fumeurs et ne consomment pas
réguliéerement de 'alcool ?

1. Donner f(R) ou1 f : R — C est définie par f(t) = e'l.

2. On note U = {eie € C/6 e R} 'ensemble des nombres complexes
de module 1. Soit 'application

g : C* - C

Déterminer g(U).
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m Soit n et p deux entiers naturels tels que 1 < p <n. On pose
E={1,2,3,...,p}et F ={1,2,3,...,n}.

1. Quel est le nombre de sous-ensembles de E ?

2. Quel est le nombre d’applications de E dans F' ?
3. Quel est le nombre de bijections de E sur E ?
4

. Quel est le nombre d’applications strictement croissantes de E
dans F' ?

m Soit f : E — F une application. Soit A et B deux parties de E.
Démontrer que :

1. f(AuB)=f(A)Uf(B) 2. f(AnB)c f(ANf(B)

m QCM. Pour chacune des six questions suivantes, une seule des
quatre propositions est exacte.

1. Pour toutes parties A et B d’'un ensemble E, AU(ANB)=...

(a) A (b) B (¢) NB (d AuB
2. Onpose I = {xeR/x%<4}. Alors InZ=...
(a) (b) (c) a1 -
{-1;1} {0;1;2} {0;-1;1} 2;2

3. Le nombre d’éléments de 'ensemble 2 (22 ({a,b})) est égal a ...

(a) 2 (b) 4 (c) 8 (d) 16
4. On lance 3 fois de suite un dé cubique dont les faces sont numé-
rotées de 1 a 6. On note les triplets ainsi obtenus. Combien y

a-t-il de triplets différents ?

(a) 3! (b) 3° (c) 6 @ A}
5. Quel est le coefficient de x87 dans ’écriture développée du poly-
noéme (1 —x)190 ?
(a) 87100 ®) (100 (©) (d)
87 —g87100 (100
13

6. Soit E un ensemble fini de cardinal n ou n € N*. A et B sont deux
parties de E, de cardinaux respectifs pet g telsque 1< p <g <n.
On suppose que A c B. Quel est le nombre de parties X de E
tellesque AcXcB ?

(a) 29 2 - (c) 2977 @ (q)

Limites et continuité

Etudier la limite éventuelle lorsque x — 1 de :

2—x2 -1

1. On se propose de trouver toutes les fonctions f continues
sur R qui vérifient :

V(x,y)eR:,  Fx+y)+flx—y)=2F(x)+2f(y)

On suppose qu’une telle fonction f existe.
(a) Calculer f(0) et vérifier que f est une fonction paire.

(b) Soit xg un réel fixé. Montrer que :
VneN, f(nxg)= n? f(x0).

En déduire que :

VpeZ, f(pxo)=p”flxo).
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(c) Montrer que pour tout rationnel r € Q, £(r) = r2 f(1).
(d) En déduire que :

VxeR, flx)=x2f(1).

(e) Conclure.

2. En utilisant la question précédente, trouver toutes les fonctions
g continues sur R qui vérifient :

Vi, eR?, glx+y) glx—y) =gy’

m Soit f : R* — R une fonction continue admettant une limite
finie ¢ en +o0o. Montrer que f est bornée. Atteint-elle ses bornes ?

m Léquation x° = 5x — 1 admet-elle des solutions ? Si oui, combien
o

Résolution d’équations a variable complexe

1+
1. (a) Calculer les racines carrées de —l.
V2

1+1i
(b) Mettre sous forme exponentielle.
V2

(¢) En déduire les valeurs de cos(71/8) et sin(51/8).

2. Calculer les valeurs de cos(/12) et sin(w/12).

m On désigne par 6 un nombre réel tel que —7 <0 <7m . On pose
u=1+e?

1. Ecrire 1+ e sous forme exponentielle.

2. Montrer que u est solution dans C de I'équation d’inconnue z :
22 —(2+2c0s0)z +(2+2cosh) = 0.

En déduire la seconde solution de cette équation.

LB médian 2011. 1. (a) Résoudre dans C I’équation Z4=1.

(b) Déduire de la question précédente les solutions dans C de
I’équation d’inconnue z :

(22+1)4
=1.
z—-1

On donnera les solutions sous forme algébrique.

2. (a) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal
direct (O;u ,v’). Placer les points A, B et C d’affixes res-
pectives :

(b) Prouver que les points O, A, B et C sont situés sur un cercle
que 'on déterminera.

3. (a) Placer le point D d’affixe d = —%.

(b) Exprimer sous forme trigonométrique le nombre complexe
z' défini par :

£ Yo CA
(c) En déduire le rapport 5.

(d) Quelle autre conséquence géométrique peut-on tirer de
I'expression de z'?

Dérivabilité
Etudier la dérivabilité des fonctions f,g et & définies par :

f(x):xzcos1 six#0 et [f(0)=0,
x

g(x):sin(x)sin(l) sixZ0 et g(0)=0,
X
lx| Va2 —2x+1

x—1

h(x)= sixZ1 et A(1l)=1.
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m Calculer la dérivée de la fonction f et dresser le tableau de va- (b) On pose I = [%, 1]. Prouver qu’il existe un réel % € [0, 1] tel
riations de f (en ayant déterminé les limites aux bornes de 'ensemble que pour tout x € I,|f'(x)| < k.
de définition de f). (c) Etudier la convergence de la suite (z,) définie par
%MK 1 f:x»—>x2_3x+1 4. fix—In(x+VvVaZ-1) up=12et YneN,u, 1= f(uy,).
) x2+1 o*
T — 5. f:x— ~
> 2. fix—(x—1)Vx f (x+1)2 Polynomes
ﬁ; 14s 6. fix—Vxe ™
I 3. f:x—exp 1 —x) 7. fia—a" Obtenir une relation entre coefficients binomiaux a I’aide de
a‘ Iégalité :
> = 1+X)PA+X)? =1+X)PH9.
= Py m Soit n € N.
'9:” 1. Appliquer la formule de Taylor-Lagrange & l'ordre n+1 a la B Dsterminer tous les polynémes P € C[X] tels que
_— fonction f : x+— In(1+ x) sur [0, 1].
2. En déduire la convergence de la suite (S},),cn+ de terme général P(X +1)=P(X).
n (_1\k+1
€ Sp=> 1 On pourra s’intéresser a I'ensemble des racines de P.
b =1k
Y i Déterminer tous les polynémes P € C[X] tels que
= M Soit I un segment de R et f : I — R une fonction dérivable sur 5 5
i > 1. On suppose que f(I) < et qu’il existe un réel k& € [0, 1[ tel que P(X7) = X"+ DP(X).
£ &
3 L veel, |f'x)|<k. On raisonnera par analyse/synthése. Si un tel polynéme P existe, on
n donnera son degré et on calculera P(1) et P(i?).
"; On considére une suite (u,) définie par
o Déterminer tous les polynémes P de C[X] vérifiant, pour tous
2 upeletVneN,u,1 =1 (uy).
g nombres complexes z; et zo,
A N 1. Prouver que I'équation f(x) = x admet une seule solution sur le 1. P(z1+29)=P(21)P(z2) (étudier les racines)
<
&; segment /. On la notera a. 2. P(z129) =P(z1)+ P(z3) (étudier le degré)
e 2. Montrer que Vn eN,|u,+1 —al<klu, —al 3. P(z129) =P(z1)P(2z9) (étudier les racines)
2 g 3. En déduire que Vn e N,|u, —al <k"|uo—al 4. P(z1+29)=P(z1)+P(z9) (dériver)
?Ng 4. Conclure quant a la convergence de la suite (u,).
24
. . _ 42 médian 2010 Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considére
1 . . , 2—x p g
5. Application : on définit la fonction f par =4/
2 PP ! ion f par f(x) Lx le polynoéme P € C[X] défini par :
f (a) Donner I'ensemble de définition de f et dresser son tableau
& de variation. P=(1+X)"-X".
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N

1. Quel est le degré de P ? Donner son coefficient dominant.
2. Démontrer que si z est une racine de P alors Re(z) = —3

3. (a) Démontrer que, pour tout réel x,
e*—1= 2isin(g) ez,

(b) Déterminer les racines de P. On les exprimera en fonction
des racines n-iémes de l'unité.

(c) Ecrire chaque racine de P sous forme exponentielle. En dé-
duire le module et un argument de chacune de ces racines.

4. On note z1,29,...
somme

,Zn—-1 les racines du polynéme P. Calculer la
i 1
i1 2k
5. Résoudre dans R, en discutant suivant les valeurs de I’entier
n = 2, ’équation d’inconnue x :

(1+x)" =x".

final 2012. Pour tout entier naturel n non nul, on définit le poly-
nome P, € R[X] par

P, X)=nX""'—(n+1X"+1.

1. Calculer son polynéme dérivé P, (X).
2. Démontrer que 1 est la seule racine multiple de P, (X).

3. On consideére la fonction polynémiale f : R — R définie par

— 2 3 n
f)=1+x+x"+x"+---+x",

ot n e N*.

(a) En identifiant f(x) comme étant la somme des premiers
termes consécutifs d’'une suite géométrique, calculer de
deux facons différentes f'(x) pour x # 1.

(b) En déduire le quotient de la division euclidienne de P,(X)
par (X —1)%.

. On note Q(X) le quotient de la division euclidienne de P4(X)

par (X — 1) et on désigne par a,b et ¢ les racines complexes du
polynéme Q(X).

(a) Factoriser @(X) en fonction de a,b et ¢ dans C[X].

(b) Calculer la somme

UTBM



