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( 7 points )

Exercice 1 : factorisation de polynémes‘

On se fixe un entier n tel que n > 2.

1.

(X +1)P-Xx3-1
(X®+3X*+3X+1)—X*—1

3X* 43X

= 3X(X +1) qui admet pour racines 0 et — 1

Qs(X) =

k

2. D’aprés la formule du bindéme : (X + 1)" = Z (Z) Xkqn—k = Z (n) Xk
k=0 k=0

D’ou Qn(X) =
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On en déduit que deg(Q, (X)) =n —1 et que le coefficient dominant de @Q,,(X) est :

(nzl> N (Tll> -

3. Onpose P(X)= (X +1)" - X" —1.

PO)=0+1)"-0"-1=1"-1=1-1=0
et P(-1)=(-1+1)7" = (-1)"=1=0"-(-1)—-1=1-1=0.

Donc ‘ 0 et 1 sont deux racines entiéres de P(X) ‘

4. (a) On sait que les 3 racines cubiques de I'unité sont les nombres complexes e’ 5 ou

k € [0, 2], autrement dit les complexes 1, o et ofF

;2m 2 2 1 3
Nous avons donc e'% = cos (;) + ¢ sin (;) =-3 + zg =
) . . 2
(b) — 7: ei%r = e_i%r = el(27r72%) = ez%r = (el(%r) :j2

— car j est une solution de I’équation z° = 1

o j7 :j1+3><2 :jj3><2 :](j3)2 :] . 12 :]

1— 2! B 1—43 1-1
1—5  1—j 1—j5
— DT (AT = ()T (D) = T = () = 5 (o)
(c) On rappelle que P(X)=(X+1)" - X"~ 1.
Dou P'(X)=7(X+1)° —7X°%=7[(X +1)° - X9]
et P"(X)=7[6(X+1)°—6X°] =42[(X +1)° — X°]

— Puisque j #1, 14+j+j2 =

0 (%)

On en déduit que

PG =G+ =i -1 2 j—1=—(2+j+1) Do

P'(j) = 7[G +1)° — 59 L 7(—52)° — 59 = 72 — j9) = 7[(GH* - ()2 =0

PY(j) = 42[( + 1)° — 55 2 42[(—?)° — j7] = 42[—j"° — j7] = 42(—j — j?) = 42

Nous avons donc ‘P(j) = P'(j) =0 avec P"(j) #0 ‘, ce qui revient & dire que j

est une racine de P(X), de multiplicité 2.

P(7) =T+ =7 —1="(+j —j—1="P{ =0 =0.

On vérifie de facon analogue que P’ (7) = P'(j) =0.

5. Le polynéme P(X) admet au moins quatre racines distinctes : 0, —1 , j et 42
Comme les racines j et j2 sont de multiplicité 2, P(X) est divisible par :

(X —0) (X = (-1) (X = j)* (X = j*) = X(X + (X - j)*(X - j*)?

11 existe donc un polynéme non nul Q(X) € C[X] tel que

P(X) = [X(X +1)(X —5)*(X - 5°)°] Q(X)

avec deg(P(X)) = deg(X (X + 1)(X — j)*(X — 5%)?) + deg(Q(X)) = 6 + deg(Q(X))
Par conséquent deg(Q(X)) = deg(P(X)) — 6 = 0 ce qui signifie que Q(X) est un
polynéme constant non nul, égal au coeflicient dominant de P(X).

Ainsi Q(X) = 7 d’apreés la question 2.

Ainsi ‘P(X) = TX(X + 1)(X — j)*(X — j2)? ‘

6. On regroupe les facteurs complexes conjugués :
(X=X =) =X ([ +)X+jj° =X+ X +1
S—— ~~

—1 j3=1

Finalement | (X +1)" = X" —1=7X(X + 1)(X? + X +1)*
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( 7 points )

Exercice 2 : analyse‘

On considére la suite (uy),, oy définie par :

Ug € [0, ].]
VneN, upp1 =cos(uy).
1. Soit n € N. On sait que cos(u,,) € [—1,1]. De plus,

up € [0,1] = wuy, €[0,7/2] = cos(up) =0 = cos(uy) € [0,1] = up41 €[0,1]

Ainsi, ‘si u, € [0,1], alors u,41 € [0, 1]. ‘

On admettra donc pour la suite de ’exercice que :
VneN, u,e€l01]

2. On considére la fonction f définie par :

Ve € [0,1], f(z)=cos(z)— x.

Il s’agit de démontrer que l’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans
Pintervalle [0, 1], autrement dit que 0 admet un unique antécédent par f.

La fonction f est continue et dérivable sur [0, 1] et sa dérivée est donnée par :
Vz €[0,1], f'(z)=—sin(z) — 1= —(sin(z)+1).
Or, pour tout réel = dans l'intervalle [0, 1], on a sin(z) > —1. Ainsi,
Vo €[0,1], f'(z)<0.

On en déduit que la fonction f est strictement décroissante sur [0, 1]. Elle satisfait
donc les hypothéses du théoréme de la bijection (continuité et stricte monotonie). Par
conséquent, f réalise une bijection de I'intervalle [0, 1] dans l'intervalle J tel que :

J = f([0,1]) = [f(1), F(O)].

Or, f(0)=12>=0et f(1) = cos(1) — 1.
Puisque cos(1) < 1ona f(1) < 0. Dou 0 € [f(1), f(0)] = J.
On en déduit que 0 admet un unique antécédent « par f dans [0,1]. Autrement dit,

’ il existe une unique solution « a I’équation cos(x) = x dans l'intervalle [0, 1] ‘

3. La fonction cos est dérivable sur [0, 1] de dérivée cos’ = — sin. De plus,

Vz €10,1], |cos'(z)| = |sin(z)| = sin(z).

La fonction sin est croissante sur [0, 7/2]. Donc :
Vo € [0,1], sin(z) < sin(1).
Ainsi :
Vz € [0,1], |cos'(z)| < sin(1).
Donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis,

V(w,y) € [0,1]%,  |cos(x) — cos(y)| < sin(1) |z —y].

Soit n € N. En appliquant cette inégalité avec © = u,, (ce qui est possible puisque
un, € [0,1] d’apres la question 1) et y = a, on a :

|cos(uy,) — cos(a)| < sin(1) |u, — .

D’aprés la question 2, on a cos(a) = «. Donc :

‘Vn eN, Jcos(u,)—a| <sin(1) ju, — af ‘

. Démontrons par récurrence que :

VneN, |u, —al < (sin(1)" lug — .

Pour tout n € N, on note P(n) la propriété |u, — a| < (sin(1))" |ug — a.
— Initialisation. [ug — o] = (sin(1))° |ug — «| donc P(0) est vraie.
— Heérédité. Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. On a 41 = cos(uy ). Donc
d’aprés la question précédente :
[tnt1 — af <sin(1) Ju, — of.

Sachant que P(n) est vraie, il vient :
[tnt1 — af < sin(1) ( (sin(1))" Jug — a|>.
D’ou
fn 1 — ] < (sin(1))" [ — a.

Ainsi P(n + 1) est vraie.
— Conclusion. Par principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n.
Donc :

(Vn €N, |un —a| < (sin(1))" [up — ol |

. On sait que sin(1) €] — 1, 1]. Donc lirJrr1 (sin(1))" = 0. Ainsi, d’aprés I'encadrement
n—-+0oo

de la question prédédente et le corollaire du théoréme des gendarmes :

lim u, = a.
n—-+o0o

Par conséquent,

la suite (uy,), oy converge vers o ‘
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6. On suppose dorénavant que ug = 0.

(a)

X
U \
Yy = CoST

(b) On remarque sur le graphique ci-dessus que ug < u; donc la suite (u,),, .y n'est
pas décroissante. De plus, u; > uo donc la suite (un)neN n’est pas croissante. Par

conséquent,

(tn), ey N'est pas monotone ‘

(c) On consideére les suites (an),cy et (bn), oy définies par :

Vn € N, et

QAp = U2np bn = U2n+41-

On admet que les suites (a,),cy et (bn), oy SONt monotones.

On remarque sur le graphique de la question 6(a) que uy < ug, donc ag < ay. La

suite étant monotone, on en déduit qu’elle .

D’autre part, on remarque que uz < u1. Autrement dit, on a : by < bg. La suite

(bn),,cn | étant monotone, on en déduit qu’elle ‘ est décroissante ‘

o . . .
D’aprés la question 5, on sait que (uy), y converge vers o.. Donc ses deux suites
extraites (uzn),cy €t (Uzni1),cn convergent vers a. Ainsi (an),cy et (bn)
convergent toutes les deux vers a. Donc :

neN

lim (a, —b,)=0|

n—+oo

D’aprés la question précédente, la suite (ay,),,c est croissante et la suite (by),, oy

est décroissante. Par conséquent ’ les suites (an),,cy €t (bn),cy sont adjacentes ‘

On sait déja que (an),cy et (bn),cy convergent vers la méme limite o (d’aprés
la question 5). D’aprés le cours, puisque (an),cy €t (bn), oy sont adjacentes avec

. 2 : ) ] .
(@n), ey croissante et (by,), .y décroissante, alors on a l'encadrement suivant :

YneN, a, <a<b,.

Par conséquent,

‘Vn eN, wug, <a<upy |

( 6 points )

‘Exercice 3 : Vrai ou Faux‘

1. Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs.
L’affirmation « si abc > 1, alors max{a,b,c} > 1» est vraie. Démontrons-la en
raisonnant par contraposée.

max{a,b,c} <1 = (a<1 et b<1 et ¢<1)
= (ab<b et b<1 et ¢<1) par multiplication par b > 0
= (ab<1 et c<1)
= (abc < bc et ¢<1) par multiplication par ¢ (car ¢ > 0)
— abc <1

On en déduit bien, par contraposée, I'implication suivante :
abc >1 = max{a,b,c} > 1.

2. L’affirmation « I’application f est bijective et f~' = f » est vraie.

— lére démonstration.

=l

VA € P(E), FA) =4 = A.

(fo f)(4) = f(f(4))
Ainsi, f o f = ld@(E)

Posons g = f de sorte que g est une application de Z(E) dans Z(E) telle que
go f=idg ) et fog=idgp). D’aprés un résultat du cours, on en déduit que
f est bijective et que f~! =g¢g. D’ou f~! = f.

2¢éme démonstration. Soient Y € #(FE) et A € Z(E).

Y=f(A) < V=4 < Y =4 « Y =A

Par conséquent, 'équation Y = f(A) admet une unique solution A dans Z(E) qui
est Y. Ainsi, tout élément Y de &(E) admet un unique antécédent par f qui est
Y. Cela signifie que f est bijective et que sa bijection réciproque est I’application :

71 2(B) » 2(B)
Yy — Y.
On remarque que :
VY e 2(E), fTU(Y)=Y =f(Y).

Donc f~1 = f.
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4h) — f(h
3. Soit f: R — R une fonction dérivable sur R. L’égalité %in%) fah) — f(h) )h 1(n) =4f(0)
—

est fausse.

— lére démonstration (contre-exemple).
La fonction

f: R - R
T = T

est une fonction dérivable sur R et sa dérivée vérifie :
Ve eR, f'(z)=
De plus,
f(4h) — f(h) . 4h—nh

CFER) - gy . dh—h ,
- Jim —— =3 #47(0).

— 2éme démonstration (définition de la dérivée).
Pour tout h € R*, on a :

f(ah) = f(h) _ f(4h) -

f(0) + f(0) = f(h)

h N h
_ fh) = f(0)  f(h) = £(0)
h h
_f4n) — f(0)  f(h) — £(0)
4h h
f étant dérivable en 0, on a : lim f(0) = £(0) = f'(0).

h—0 h
On en déduit, par composition de limites, puisque %ir%(élh) =0:
—

_fan) - o),
fim == =10,
Ainsi,
tim LA =) _ o)~ o) = 37700).

h—0 h

f(4h) — f(h)
h

Donc l'affirmation lim =4 f'(0) est fausse si f'(0) # 0.

h—0
— 3éme démonstration (théoréme des accroissements finis).
Soit h > 0. La fonction f étant dérivable sur R, elle est continue sur le segment
[h, 4h] et dérivable sur 'intervalle |k, 4h[. D’aprés le théoréme des accroissements
finis, il existe un réel ¢;, dans 'intervalle |h, 4h[ tel que :

f(4h) — f(h)
dh—h

f'(en) =

Donc
1ah) - 50

flen) = 3h

On en déduit
HUN = 10) _ g,

Pour tout h > 0, on a construit un réel ¢, tel que :

h < cp < 4h.
D’aprés le théoréme des gendarmes, on a :

%ii% cp = 0.
Si on suppose, de plus, que la fonction f est de classe €' sur R, alors f est
continue en 0, donc :

f(4h) = f(h)

. / et ; . _ ’
%%f (cn) = f'(0) et par conséquent hlirgh — 31(0).
Ainsi, si f/(0) # 0, on a :
_ f(4h) — f(h) ’
1 — = £ 4f(0).
Jim - # 41'(0)
"1 1 2
4. Soit n € N*. L’affirmation S,, = 2 ; <k; — k‘—|—1> =~ —57—11 est vraie.
En effet,
n n 1 n 2 n 1
Z - Z k(1) Z - :
k:11+2+3+ + k kzl% kilkz(kz—i—l) :1k(k’+1)
Donc
" (k+1) " /1 1
-2 Sy =2 ()
= k(k+1) Pt kE k+1
Ainsi,

ot la derniére égalité repose sur le changement de variable p = k + 1 dans la somme
n

Pl . On en déduit :

1 1)—-1 2
—2(1- _ont -1} 20 |
n+1 n+1 n+1
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Exercice 2 : analyse ( 7,25 points ) (d) 0,5 point dont :
— 0,25 point pour la définition des suites adjacentes
1. 0,5 point pour justifier que si u,, € [0,1] alors cos(u,) € [0, 1]. 0,25 point pour écrire lim (ap — by) = 0
. n—-+oo
2. 1,25 point dont : () 0,5 point dont :
— 0,5 point pour justifier que la fonction f : x — cos(x) — x est strictement décrois- — 0,25 point pour écrire a, < o < by,
sante sur [0, 1] . -
— 0,25 point pour écrire ugy, < a < Uzp+1
— 0,25 point pour écrire que f est continue (ou simplement que f est dérivable)
— 0,25 point pour mentionner que f est bijective de [0, 1] dans J = [f(1), f(0)] ‘Exercice 3 : vrai/faux‘ ( 6 points )

— 0,25 point pour remarquer que 0 € J

3. 1 point dont :
— 0,5 point pour justifier que |cos’ | < sin(1) sur [0,1]
— 0,25 point pour appliquer I'inégalité des accroissements finis & cos entre u,, et «
— 0,25 point pour rappeler que cos(a) = «
4. 1 point dont :
— 0,25 point pour initialisation

— 0,5 point pour 'hérédité (0,25 pour la formulation rigoureuse et 0,25 pour les
calculs)

— 0,25 point pour la conclusion
5. 0,5 point dont :

0,25 point pour justifier que lim (sin(1))" =0

n—-+4oo

0,25 point pour préciser que (u,,),, converge vers o

1 point dont 0,25 par point correctement placé parmi wug, uq, us et us

0,5 point dont :

— 0,25 point pour préciser que (u,, ), n’est pas décroissante car ug < uy

n

— 0,25 point pour préciser que (u,,),, n’est pas croissante car ui > us
0,5 point dont :

— 0,25 pour indiquer la monotonie de (a,), (sans justification)

n

— 0,25 pour indiquer la monotonie de (b,), (sans justification)

On essayera de récompenser les tentatives infructueuses : un(e) étudiant(e) qui a la mau-
vaise réponse, éventuellement & cause d’une faute de calcul, mais une bonne argumentation
peut avoir des points (& Pappréciation du correcteur).

1. 1,5 point

— 0,5 pour dire "contraposée"

— 0,5 pour rédiger la contraposée

— 0,5 pour penser a dire que les nombres sont positifs

Exemple de rédaction correcte :

Par contraposée, supposons le maximum plus petit que 1. Alors tous les nombres
sont plus petits que 1, donc leur produit est plus petit que 1 (car ils sont positifs).

2. 1,5 point Etre indulgent pour la rédaction.

0,5 pour dire que A = A.

1 pour la démonstration dont :

— 0,5 pour remarquer que fo f=id
— 0,5 pour donner la rédaction

ou
— 0,5 pour résoudre Y = f(X)

— 0,5 pour la rédaction
3. 1,5 point

— Si démonstration avec contre-exemple, enlever 0,5 par imprécision (division par
zéro, oubli de dire que la fonction est dérivable, etc...)

— Si démonstration avec le taux d’accroissements, compter 0,5 pour la définition de
la dérivée, 0,5 pour lastuce de calcul -ajouter et retrancher f(0)- et 0,5 pour le
résultat.

— Si théoréme des accroissements finis, donner 0,5 point pour les hypothéses, 0,5
point pour le résultat du théoréme et 0,5 pour la conclusion.

4. 1,5 point
— 0,5 pour calculer Z k
k

— 0,5 pour démontrer que S,, s’écrit comme différence de deux sommes
— 0,5 pour faire le téléscopage



