Correction

Correction de l'exercice 1.

1. Rappelons que par définition, f est continue en 0 si :
lim f(x) = £(0).
x—0

Or

x||—>rg— f(X) =1= lerQ‘*' f(X)'

puisque, au voisinage de O :

eX—1 X

X X x—0

Ainsi, f est bien continue en 0.

2. Calculons le taux d'accroissement de f en 0. Soit h > 0, alors :

eh —1
(0 + h) — £(0) L eh—1-n w32

1
h h h? o h2 E?E

Ainsi, f est dérivable a droite en 0 et £;(0) = 1/2.

3. La dérivabilité a gauche en 0 de f ne pose pas de probléme puisque la restriction
de f a R_ est une fonction usuelle de classe C*°. Or :

1
) =14 ——
Vx < 0, (x) + 1= x)p"

donc 77(0) = 2.

4. On déduit des deux questions précédentes que f n'est pas dérivable en 0 puisque
les dérivées a gauche et a droite en 0 ne coincident pas.

5. On remarque que :
lim f(x)=—0c0 et Ilim f(x)=+o0,
X—>—00 X—r—+00

ou la deuxieme limite est obtenue a I'aide du théoréme de croissances compa-
rées.

6. On a déja calculé la dérivée de f sur R*. Calculons-la sur R7 :
xe* —e*+1
Vx>0, f(x)= —
On en déduit (en utilisant I'indication de I'énoncé) que :
Vx #0, f'(x)>0.

Comme f’ est strictement positive sauf en un nombre fini de points, f est
strictement croissante. On peut maintenant dresser le tableau de variations de
f:



7.

(a)

(b)

(d)

X —00 +00
signe
de (x) +
+00
variations
de f
— 00
Rappelons que, pour tout x < 0 :
f(x)= .
(x) =x+ T x

Ainsi, la droite A d’équation y = x est asymptote a % au voisinage de
—00 puisque :

1
f(X)_X_ ]_—Xx—t}ooo.
Soit x < 0. Alors :
1
f(x)—x= 1_X>O.

Donc, %F se trouve au-dessus de A sur | — oo, 0].

Soit T la tangente a %5 en 1. Alors, d'aprés le cours, I'équation de T est
donnée par :

y =1(1)+ (x—1)f"(1).
Donc, T a pour équation y = e — 2 + x.

Sur le graphe, on doit faire apparaitre tout ce qui a été vu précédemment,
a savoir : les dérivées a droite et a gauche en 0, I'asymptote A et la
tangente T. On a aussi tracé ici la courbe représentative de = pour
répondre a la derniére question.

! C// s

> |

8. La fonction f est strictement croissante. Elle établit donc une bijection de R

dans f(R). De plus, d'apres le tableau de variations, f(R) = R.



Correction de l'exercice 2.

1. Aprés calculs, on obtient :

B? = et B3=

o O O
o O O
O O
o O O
o O O
o O O

On en déduit que :
Yk >3, B¥=0;.

2. On peut appliquer la formule du bindbme car les matrices /3 et B commutent
(i.e. 3B = Bl3). On a alors :

. n
(B+1)"=) (k> B3,
k=0

3. Pourn=0o0onaA%=/;et pour n=1, A' = A. Soit n > 2, alors :

n 2

A”:(B+/3)”:Z(Z)Bk:Z(DBk:/3+n8+@52.

k=0 k=0
Finalement :
1 n nln=1)/2
A=10 1 n
00 1

Correction de l'exercice 3.

1. Comme a est une racine double, on sait d'apres le cours que :
P(a) = P'(a) = 0.

2. le polynéme P est a coefficients réels. On sait dans ce cas que si a est une
racine complexe de P, alors il en est de méme pour &. En appliquant le méme
argument a P’, on en déduit que @ est racine double de P.

3. P est un polynéme de degré 4 admettant pour racines doubles o et &@. On en
déduit immédiatement que :

P(X) = (X —a)*(X —a).

Attention : le coefficient dominant de P ne doit pas étre omis lors de |'écriture
sous forme factorisée (ici il vaut 1).

4. La factorisation de P sur R[X] est obtenue en regroupant les racines conjuguées
de P. Ainsi :
P(X) = (X —a)(X —@))°
= ((X* = (a+ @)X +aa)’
= (X2 —2Re(a)X + |af?) - (X? = 2Re(a) X + |a|?).



5. En utilisant I'expression factorisée de P donnée a la question 3, on trouve :
P(0) = (0—a)’(0 — @)’ = (a@)’ = |a*
Or, P(0) = 0 par définition de P. On en déduit que |a| = 1 (car c'est un

nombre réel positif).

6. En développant I'expression donnée a la question 3, on trouve :
P(X) = X* — 4Re(a)X> + (2|al® + 4Re(a)?) X? — 4Re(a)|al>X + |a|*.

Par identification avec les coefficients du polyndme P, on en déduit le systéeme

suivant :
—4Re(a) = =2

2lal? + 4Re(a)? =3
—4Re(a)|a)? = =2
af* =1

On en déduit alors que Re(a) = 1/2 puis que Zm(a) = £++/3/2.



