Corﬁgéfhuﬂn-thll—.A2012I
Le 12/01/2013

Page 1/3

Exercice 1

Partie A

1. La fonction g est dérivable sur son ensemble de définition. De plus :

10

Vr €] -1, , ¢ (z) = 2(1 > 0.
v el =140l () = T +2(1+2)
On en déduit le tableau de variation suivant :
T —1 +00
signe
de g'(x) *
+00
variations
de g
—00
2. Lafonction g étant continue et strictement monotone sur l'intervalle I =]—1, +o0],

d’aprés le théoréme de la bijection, elle établit une bijection de I
sur J = g(] — 1,+0o0]). De plus, par continuité et croissance de g, on a :

J =) lim g(x), lim_ga)[=] - oo, +oo|=R.

3. Comme 0 € J et que g est bijective de I sur J, il existe une unique solution dans
I a léquation g(z) = 0.

Partie B

1. Le domaine de définition de f est Dy =| — 1, +oo[. En effet, sur cet ensemble le
dénominateur ne s’annule pas et la fonction z — In(1 4+ z) a pour domaine de
deéfinition | — 1, +o0].

2. (a) La fonction f admet pour limite +00 en —1 (il n’y a pas de forme indéter-
minée ici). Quant & sa limite en +o0o on peut la déterminer & l’aide d’un
équivalent puisque :

2

T
T ~  —=xr — +o00.
f( ) (z—+00) T (z—+00)

(b) Pour montrer que A est une asymptote oblique & € en 400, on calcule :

Vo> -1,

fl@) = (z—1) =

—1-10In(1 + x)

1 In(1+ x)

)

et on remarque que cette quantité tend vers 0 lorsque x tend vers +oo par
croissances comparées.

(a) La fonction f est dérivable sur son domaine de définition par composition,

somme et rapport de fonctions qui le sont. Un simple calcul montre que :

f'(x) est donc du signe de g(z).

(b) On peut maintenant dresser le tableau de variation de f :

Vo €] — 1,400, f'(2)

xT (% +00
signe de o
f'(@)
+o0o +o0o
variations
de f
fle)
(a) On sait que :
1

1—1—33:1—(—:1:)

14 (—z) + o(x)

Or, d’aprés le cours, on peut intégrer les développements limités et on re-

connait ici la dérivée de z — In(1 4+ x). On en déduit que :

In(1+2) =In(1+0)

2
z 2
+r— — +x%e

(x) avec ;11)% ea(x) = 0.
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(b) On a :

1
1+z
= (—10x + 62% + 2%e3(2))(1 — = + 22 + 22e4(z))

= —10z + 102% + 622 + 2%e5(x)  avec lin% es(z) =0
T—>

f(z) = (2* — 102 + 109%2 + 2?e3(z)) x

= —10z + 162% + x2e5(x).

(c) On déduit de la question précédente que I’équation réduite de la tangente (T)
a la courbe € représentative de f en O(0, 0) est y = —10z. De plus, cette
tangente est située localement en-dessous de € au voisinage de O puisque,
pour tout réel x proche de O :

f(z) — (—10x) = 1622 + 2%e5(x) = 2%(16 + £5(2)) = 0

Finalement, on peut tracer I'allure du graphe de la fonction f.

Exercice 2

Partie A

1. (a) S(1)=3—-4+1=0 et S'(X)=12X"*—12X? dou S'(1) =0.

(b) On en déduit que 1 est une racine de S(X) d’ordre de multiplicité supérieur
ou égal & 2. Donc (X — 1)? divise S(X).

Posons la division euclidienne de S(X) par (X —1)? = X? —2X +1:

3xt - 4x3 +1 | X?2—-2X+1
- (3X* - 6X® 4+ 3X?) 1
2X3 3X72 +1 [3X?2 42X +1
- (2x3 4X?  + 2X) |
X7 — 2X +1
- (X? 2X  +1)
0

On en déduit que S(X) = (X —1)*(3X? +2X +1). Or le discriminant du
trinome 3X? +2X +lest A=2-4x3x1=4-12= -8 < 0. Donc le
polynome 3X?2 42X + 1 est irréductible dans R[X]. Ainsi la décomposition
de S(X) en produit de facteurs irréductibles dans R[X] est :

[5(0) = (X ~1?BX* +2X + 1))

(c) S(X) étant scindé sur C, il reste & factoriser 3X? + 2X + 1 dans C[X].
Le trinome 3X? 4+ 2X + 1 admet deux racines complexes conjuguées :
-2—-iv8 —2-2ivV2 —1-iV2 ot . —1+iV2
zZ1 = = = 2o = Z - —_—
YT ax3 2x3 3 2o 3

Donc 3X% +2X +1=3(X — 2)(X — 22) puis

S(X)=3(X —1)2 (X-i—;—&-i\f) (X-l—;—i?)

2. Onpose T(X)=4X°-5X*+1.
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(a)

(¢)

On développe le second membre de 1’égalité a prouver :

(X -1)?4X*+3X?+2X+1)
=(X?-2X+1)4X*+3X*+2X +1)

=4X° +3X 4+ 2X3 + X2 - 8X* — 6X7 —4X? - 2X +4X3 +3X2+2X +1
=4X° 4+ (3-8)X '+ (2-6+4)X3+(1-4+3)X*+(-2+2)X +1
=4X° - 5X* +1

=T(X)

Le polynome 4X5 — 5X* + 1 étant de degré 3, il admet trois racines a, b
et ¢ dans C. A priori, ces racines ne sont pas nécessairement deux & deux
distinctes. Mais on verra dans la partie B que les racines de 4X° —5X% +1
sont d’ordre de multiplicité égal & 1. Donc a # b et a # c et b # c.

4X343X2 42X +1=4(X —a)(X D) (X —¢).

e Relation entre les coefficients du polynome 4X° —5X* +1 et ses racines.

4X —a)(X —b)(X —c) =4[X3 — (a+b+c) X%+ (ab+ ac+bc) X — abe
Par identification des coefficients, on obtient

3 1
a+b+c=—— et abc:—z

4
1 1 1 a+b+c —3/4
D’ ) = — e _— = = :3
it ab+bc+ac abe —1/4
Partie B

Soit n un entier naturel non nul fixé.

LPX)=nn+1D)X"—(n+nX"=nn+1) X" (X -1).

2. e Montrons que 1 est une racine multiple de P, (X).

P()=n1""" —(n+ 11" +1=n—(n+1)+1=0
et P/(1) =n(n+1)1""*(1—1) = 0. Donc 1 est une racine de P, (X), dont
lordre de multiplicité est supérieur ou égal a 2.

Montrons qu’il n’y a pas d’autre racine multiple de P, (X).

Soit a une racine multiple de P,(X). Alors P,(a) =0 et P, (a) = 0.
Dot na"™—(n+1)a"+1=0 et nn+1)a" (a—1)=0.
On déduit de la derniére égalité a"'=0 ou (a—1)=0.
Donc o =0 ou o = 1.

Or P,(0) =1 # 0. Donc nécessairement « = 1.

3. VerR, f($>:1+x+372+.'1}3++{17”

(a)

e Soit x un nombre réel fixé différent de 1. On reconnait que f(z) est la
somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison x et de
premier terme 1.

1—a™t (o 2ntl —1

D =1 =
onc f(x) X p—

e En tant que fonction polynomiale, f est dérivable sur R, a fortiori sur

R\ {1}

et Ve eR, fl(x) =0+1+2x+32% + - +na"?

Par conséquent Vx € R, | f/(x) = Z kah1
k=1

D’autre part, en utilisant lexpression (%) de f(z) valable pour tout réel
x # 1, on obtient :

VzeR\ {1}, f'(z) = (n+1Da™(z—1)— (@@ —1)x1

(x —1)?
_ (n+ D2t —(n4+1)a" —2" ' +1  na"t—(n41)a" +1
- (x—1)? - (r—1)2
Ainsi Vo e R\ {1}, | f'(z) = (IP”(%Q

La question précédente permet d’obtenir :

Po(z) = (z—1)* ) ka*.

k=1

pour tout nombre réel z # 1,

Le polynome P, (X)— (X —1)? Z k X*~1 admet donc une infinité de racines
k=1

(tous les réels x différents de 1).

Or le polynome nul est le seul polynome de R[X] admettant une une infinité

de racines.

Donc P,(X)— (X —1)> > kX" 1 =0
k=1

Cest-a-dire P (X) = (X —1)> Y kX!
k=1

Finalement le quotient de la division euclidienne de P,(X) par (X —1)? est

ZkX’H =142X+3X24+4X3+ .. 4nXxnt
k=1




