Corrigé

Exercice 1 : Continuité et dérivabilité
1. Pour montrer que f est continue en 1, il suffit de vérifier que :
lim f(x) = f(1).
x—1

On calcule alors les limites a droite et a gauche de f en 1. Pour ce faire, on remarque que
— lorsque x = 1 : [x] =1,

— lorsque x = 1 : [x] = 0.

D'ou :

mfx)=1+v1-1=1,

li
x231

limf(x)=0++v1-0=1.
x51

Finalement, f(1) = 1, d’ou le résultat.
2. Soit x € [1;1,5], alors [x] =1et:

FO)—f1) _1+vx—1-1_ 1

x—1 x—1 Vx—1
On en déduit que :
f(x)—f(1
jim TOO= )
x231 x—1

Ainsi, ’f n'est pas dérivable a droite en 1.‘ Sa courbe représentative y admet une demi-tangente
verticale orientée vers le haut.

3. Soit x € [0,5; 1], alors [x| =0 et :

f(x)—f(1) 0++vx—-1 (Vx=1(/x+1) x—1 1
x—1 — x=1  (x=1Dx+1)  (x=-DHXx+1) /x+1

On en déduit que :

i 1) 1

<
x—1

x—1 2

Ainsi, ’ f est dérivable a gauche en 1 ‘ de dérivée %

4. ’La fonction f n'est pas dérivable en 1‘ puisqu’elle n'est pas dérivable a droite en 1.




Exercice 2 : Suites

1. Soit x > 3. Alors x > e (puisque e < 3). La fonction In étant strictement croissante sur ]0; +oc],
onalnx>Ine=1, et donc
1+8Ihx>1+8=09.

Puisque la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +oo|, on en déduit que

V1+8Inx>+V9=3, ie f(x)>3.

On a donc démontré que : ‘X >3 = f(x) > 3.‘

2. On admet que la fonction f est dérivable sur /. On pose pour tout x € /, u(x) = 1+ 8Inx, de
sorte que f(x) = y/u(x). La fonction u vérifie : Vx € I, ' (x) = %.
Soit x € /. On a alors :

u'(x) B 8 4 4

X

2/ u(x) T 2/I+8hx xvItshx xf(x)

f'(x) =

On remarque que f'(x) > 0 et donc que :

4

701 = 1109 = Sz

Puisque x > 3, on a f(x) > 3 (d’aprés 1) et donc xf(x) > 9. Ainsi :

4
() < <.
P00l < 5

3. On note (up),en la suite définie par pour tout n € N par: up =3 et upp1 = f(up).

(a) On rappelle que | = [3; +oo[. On a vu a la question 1 que pour tout x > 3, f(x) > 3 ce qui
revient a dire que f(/) C /. Puisque ug = 3, on a ug € /. Une récurrence immédiate donne :

VneN, wu,€el.

Soit n € N. La fonction f étant dérivable sur /, elle y est aussi continue. Par ailleurs, d'apres
I'énoncé : a € [. On en déduit donc que f est dérivable (et donc continue) entre les bornes
u, € l et o € I. De plus, d'aprés la question 2, /' est bornée sur / et donc entre les bornes u,
et o par la constante %. L'inégalité des accroissements finis permet donc de conclure que :

Vwm—ﬂaﬂsé%—ay

Or, f(up) = Up+1 et f(a) = a. L'inégalité précédente se traduit donc :

4
|upt1 —af < §|Un —al.

4\"
(b) Démontrons par récurrence sur nque : VneN, |u, —al < <9> :

— Initialisation. D'aprés I'énoncé @ € | et a < 4 donc 3 < a < 4. Puisque ug = 3, on a

donc :
>O

O

|uo—a|:|3—a|:a—3§1:<

donc la propriété est vraie pour n = %



. 4\"
— Heérédité. Soit n € N tel que |u, — al < <9> .

. 4 _
D’apres la question 3a, |up+1 — af < §|un — a|. On en déduit donc que

4 /4 n 4 n+1

— Conclusion. On en déduit que

4\"
Vn e N, |un—a|§<9>.

(c) D'aprés la question 3b,

4\"
Vn e N, O<|un—a|<<9>.

4 , 4\"
On remarque que 0 < 9 < 1,donc: Ilim <> = 0. Le théoréme des gendarmes permet

n—-+oo
donc de conclure que

lim |u, —al =0,
n—+o00

ce qui signifie que | la suite (us),ey CONverge vers a.




Exercice 3 : Matrices et polyndomes

1. (a) x; = 1 est une racine évidente du polynéme X2 — 4X + 3.
En notant x> I'autre racine, on sait que xi1xo = % d'otil x> = 3 puis

X2 —4X 4+3=(X—-1)(X-23).

(b) Dapres le théoreme de la division euclidienne, il existe un unique couple (@, R) de polyndmes
tel que X" = (X2 —4X +3)Q(X) + R(X), avec deg(R(X)) < 2.
Donc le reste R(X) est de degré au plus 1 :  3!(a,, Bn) € R?; R(X) = apn X + B.

(c) Ona X"=(X2—-4X+3)Q(X)+anX + L.
En évaluant cette égalité de polyndmes en 3 puis en 1, on obtient :

{3”:(32—12+3)Q(3)+3an+[5,, o 3" = 3a,+8,
1"=(12-44+3)Q(1) +a, +Bn o 1 = a,+06.

On en déduit par soustraction membre a membre que 3" — 1 = 3o, — a, = 2a,, dou
ap, =33t Parsuite, By =1—a,=1-(FF) =332 Ainsi :

(3"-1) (3-3M
R(X) = 5 X + >
30 0 3 0 O 9 0 O0
2. (a) A2=1(1 2 -1 1 2 —-1|=[(4 5 -4
1 -1 2 1 -1 2 4 -4 5
9 0 0 12 0 0 300
et A2—4A+33=|(4 5 —-4]—-|4 8 —-4|+|0 3 0| =0s.
4 —4 5 4 —4 8 0 0 3

(b) On déduit de I'égalité matricielle précédente que
3l3=4A— A2 =4Al5—AA=A(4]5— A).

1
Dot 3A(413—A) = I3 puis A (3(4 I3 — A)) = /3.

—_——
B

On a donc trouvé une matrice B € M3(R) telle que AB = I3 ce qui signifie que A est

4 1
inversible et que |A™! =B = 3 I3 — §A )

1 0 O
Onadonc A7l=1[-1 2 1
-1 1 2

3. Onawvuenl.(c)que X"=(X?—-4X+3)Q(X)+a,X +B,.
En évaluant cette égalité de polynémes en A, on obtient :
A" = (A2 —4A+313) Q(A) + an A+ B3

Or, d'aprés 2.(a), A2 —4A+3/3 = 0s.
Donc A" =03Q(A)+an,A+B,13=03+a,A+ 8,3 =a,A+B,l3. Finalement :
——

03

@D, (-3

2 2

I3.




Correction

Exercice 4 : QCM . 5 points

Pour chacune des questions ci-dessous, une et une seule des réponses proposées est exacte. Les cases
correspondant aux réponses exactes doivent étre complétement noircies. |l est donc impératif de rendre
le sujet et d'y inscrire ses nom et prénom dans |'emplacement réservé.

Question 1 Soit (u,) e Une suite définie par son premier terme up € R et par la relation vy41 = f(up)
ol f est une fonction de R dans R. Laquelle des affirmations ci-dessous est vraie ?

[ ] Si f est décroissante et que up < vy alors (u,), est décroissante.
[ ] Si f est décroissante et que up > vy alors (u,), est décroissante.
[] Si f est croissante et que g < uy alors (up), est décroissante.

X
B Si f est croissante et que ug > u; alors (up), est décroissante.

Question 2 Parmi ces applications de R dans R, laquelle est bijective ?

O] k: x— |x]| (] h: x e x?
[Jg:xme Wrx—x

Question 3 Laquelle de ces égalités est vraie?

(] tan(m/6) = /3 W tan(n/4) =1
(] tan(w/2) = /3 (] tan(mw/3) = 2

Question 4 Soit z = —\/2 +V2+ i\/2 — /2. Parmi les affirmations suivantes, laquelle est vraie ?

[] 22 = 2/2eim/4 [] Un argument de z2 est 37 /4.
[] Le module de z2 est 2. B La partie imaginaire de z2 est I'opposé de sa
partie réelle.

Question 5 Soit f:]0;4+o00[— R une fonction dérivable sur I'intervalle ]0; +o00[. La négation de
I'assertion : Vx >0, Yy >0, [x <y = f(x) < f(y)] est I'assertion...

B 3x>0 3y >0 (x<y)et(f(x)>7F(y))

[(13x<0, Iy <0, [x>y=f(x)>F(y)]

[]3x<0, Iy <0, (X<y) et (f(x)>f(y))
[£(

[]3x>0, Iy >0, [f(x y)=x>y]



