Correction

Correction de I'exercice 1.
1. Pour tout k e N*, (k+ 1) k! = (k+1)!.

n

2. (a) PourtoutneN*,S,,szXk!zZ((k—&—l)—l ) x k= Z(k—i—l)kl Zkl et donc :

k=1 k=1

SnZi(k—i-l)! —ik!,

k=1 k=1

d’'apres la question 1.

(b) En effectuant un changement de variable dans la premiére somme du terme de droite de I'égalité précédente,
on obtient :

n+1

Sh —Zkl Zkl
(Zk|+ (n+1) ) <1|+Zkl)

=(m+1)-1!
=(n+1I-1,

pour tout n € N*.

n

3. (a) Soit n € N*. On remarque que T, = Z (Z) 1517k et donc d’aprés la formule du binéme de Newton :

k=0
T,=(1+1)"=2"
S 1)I-1 no1 1 _
(b) Vn e N, ?: = ('H_zr)] _(n ; L > Puisque ||moo2— =0, on en déduit que

Sh . (n+1)! _ n!

nhr—}r—]oc ? o nhToc 2n - nﬂToo(n + 1)§
. " - . .

Par croissances comparées, ||m — =0, donc lim — = 4oo. De plus lim (n+ 1) = +oo. Ainsi :
+oo Nl n—-+oo 21 n—-+oc

. n!
nﬂrpoo(n + 1)5 = 400 et donc :

RLUINE S
Correction de I'exercice 2.
z—i _ (z+i)—(z—1) 2/ .
1. E,1-f(z)=1- = .
Vz € (z) = Pk EE Z+l,7é0,car/7é0

2. f est bijective si et seulement si pour tout & € C\ {1} I'équation f(z) = a admet une unique solution z € E. Soit
o € C\ {1}. Pour tout z € E,

z—i 14+
f(z):oH:)—,:oz<:>z—/:a(z+/)@Z—az:aH—/@(1—a)z=(l+oe)i<:>z:ili—acara;él.

zZ+1

# —i ). Onen

. . . d14+a . 14+ a
L'équation f(z) = a admet donc une unique solution z = /1 o qui appartient a E (car /1

déduit donc que f est bijective et que sa bijection réciproque f~! est donnée par :
o c\{1} — E .

14+

i

l-a

a
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3. Pour tout z € E,

) z—i? lz—i? |z+iP—|z—iP
LIF@P =112 =1 e = e
_ | (Re(@) + ilm(2)) + i1? = | (Re(2) + im(2)) — i|°
|z +i]?
_ |Re(z) +i(lm(z) +1) |2 - ’Re(z) +i(lm(z)—1) ]2
N |z + ]2
_ ((Re(2))? + (Im(2) + 1)? ) — ((Re(2))” + (Im(2) — 1)°)
|z + ]2

~ (Im(z2) + 1) = (Im(2) — 1)
a |z +if]?
~((m(2)+1) = (Im(2) — 1)) x ((Im(2) + 1) + (Im(z) — 1))
N |z + ]2
2% 2Im(z)
|z 2
_Im(2)

|z +i[?

4. (a) f(R)={f(2), zeR}.

(b) Il s'agit de montrer que : Vz € R, f(z) € U\ {1}. On rappelle que U = {z € C, |z| = 1}. Soit z € R. Alors
Im(z) = 0. D’aprés la question 3, on en déduit que 1 — |f(2)]*> = 0, i.e. |f(z)| = 1. Donc f(z) € U. Mais
puisque f est a valeurs dans C\ {1}, on sait que f(z) # 1. Ainsi, f(z) € U\ {1}. On a donc démontré que :
f(R) c U\{1}.

(c) Soit a € U\ {1}. Soit z € E tel que o = f(z). Montrons que z € R. D'aprés la question 3, on a

Im(2) 2 2
=1-|f2)P=1-|a]®
TE =1 F@F =1-al
. Im(z) L .
Puisque a € U, on a |a| =1, donc 4|Z e = 0. On en déduit donc que Im(z) = 0, c'est-a-dire que z € R.

(d) D’aprés la question 4b, f(R) C U\ {1}. D'autre part, dans la question 4c, on a montré que tout o € U\ {1}
s'écrit a = f(z) avec z € R et donc que U\ {1} C f(R). D'ou I'égalité :

F(R) = U\{1}.

Correction de I'exercice 3.
1. non(Ve >0, IM € R, Vx € [M, +oo], [e | <€) = (3¢ >0, VM €R, 3x € [M, +o0, |[e | > ¢).
2. (a) La contraposée de o : f(a) =f(b) = a=best:

a# b= f(a) #f(b).

(b) non(«) = (f(a) = f(b) et a # b).

(c) Si f est I'application f: R — R , alors I'assertion .o est fausse en général. En effet, il existe des réels
X = X

a et b pour lesquels non(&) est vraie : on a par exemple f(1) = f(—1) et 1 # —1. Plus précisément, pour

tous réels aet b, ona:
f(a)=f(b) < (a=boua=—b).

Correction de I'exercice 4.
1. Soit ¢ € R. Soit z € C.

1z — al? = |(Re(2) + ilm(2)) — af’ = |(Re(2) — @) + iIm(2)|* = (Re(z) — a)® + (Im(2))? > (Im(2))?,

donc |z — a| > 1/(Im(2))? = |Im(z2)]. Ainsi :

VzeC, |z—al > |Im(2)].
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2. Puisque P est scindé sur R et unitaire, il existe des réels a1, ao, ..., a, tels que

n

P=(X=-a)(X—oan)...(X—an)=]](X-a.
k=1

Donc, pour tout z € C,

n n
P =[]z -0 =TIz -l
k=1 k=1
Pour tout k € {1,2,..., n}, ax € R, donc d'aprés la question précédente : Vz € C, |z — k| > |Im(2)]. Donc

Yz eC, |P(z)| > ; Im(z)| = [Im(2)|".
k=1

3. Soit P=1+ X3

(a) Cherchons les racines complexes de P. Soit z € C. Ecrivons z = re”® avec r € R" et 6 € R.

’ 3
. 1 L,
P(2)=0=2=-1= =" = 12”] 3 Py o
3k €2, arg(z’) =T+ kom K €7 30 =7+ kom
r=1 |
o < Ik €7, z = ¢/(/3+tk2m/3)

s
dkeZ 0=—-+k—
S 3—|- 3

B ouz=e"=—-louz=e

fy s — ¢ i5T/3 _ e—/7r/3.

Les racines complexes de P sont donc —1, e™3 et e7™/3 et une décomposition de P en produits de polynémes
irréductibles de C[X] est :

P=(X+1)(X=e?) (x—e).
in/3

(b) Posons zy = €™, On a alors P(zy) = 0 car z est une racine de P et Im(z) = g # 0, donc

|P(20)] < [Im(z0) .

4. Supposons que : Vz € C, |P(z)| > |Im(z)|". Soit z € C une racine quelconque de P. On a alors |Im(z)|" < |P(z)| =
0, donc |Im(z)|" = 0 et donc Im(z) = 0, ce qui signifie que z est un nombre réel. On en déduit donc que toutes les
racines de P sont réelles.

Tout polynéme non constant étant scindé sur C, le polynéme P peut s'écrire sous la forme
P=X-a1)(X—a2)...(X —ay),

aveca; € C,a» € C, ..., a, € C. Les nombres complexes aq, as, ..., a, sont les racines de P. Or, on a démontré
que toutes les racines de P sont réelles. On en déduit donc que : a3 € R, ar € R, ..., a, € R. Le polynébme P est
donc scindé sur R.

5. On a démontré dans la question 2 que si P est scindé sur R, alors : Vz € C, |P(z)| > |Im(z)|". Dans la question
précédente, on a démontré que : si Vz € C, |P(z)| > |Im(z)|", alors P est scindé sur R. On a donc démontré le
résultat suivant : « Soit P un polyndme unitaire de R[X], de degré n > 1. P est scindé sur R si et seulement si :
Vz e C, |[P(2)| > [Im(2)|". »

Correction de I’exercice 5.

1. Soit y € R. En dérivant la relation donnée dans I'énoncé, on obtient :

arctan’(y) - tan’(arctan(y)) = 1.

Or:
Vx € }—g; g{ tan’(x) = 1 + tan?(x) > 0.
On obtient donc en divisant par tan’(arctan(y)) :

1 1
1+tan?(arctan(y)) 1+ y2

arctan’(y) =
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2.

(a) Soit x > 0. Par produit de fonctions qui le sont, ¢ est continue sur [x, x + 1] et dérivable sur |x, x + 1[. Ainsi :

e(x+1) —o(x)
Jey €]x, 1], () = —— 5
et il @le)=Trta?
(b) Soit t €]x,x+ 1[. Alors :
'(t) = arctan(t) + e
ei= 2+1
D'ou :
x<t<l+l=x2<t’<(14+x)° car x >0
S14+x2 <1+t <1+ (14+x)°
1 1 1 o
= T (15 x02 < e < T2 (tout est positif)
N X < t <x+1
1+(1+x)2 148  14x2
X

t x+1
+ arctan(x) < 1112 + arctan(t) < xrl + arctan(x + 1)

:>7
14 (14 x)? 1+ 1+ x2

ol la derniére implication provient de la croissance de la fonction arc tangente.

(c) D’aprés les deux questions précédentes, on en déduit que pour tout x > 0 et pour tout t €]x, x + 1] :

1
m +arctan(x) < p(x+1) — p(x) < 1X+7+x2 + arctan(x + 1) (1)
(d) On remarque que

X x 1 B

I+ (14x)2 " x2 7 x xo

et que

x+1 x 1 B
1+x2 ™ x2 7 X xo00

On peut donc appliquer le théoréme des gendarmes dans I'inégalité (1) et on obtient :

lim ((x + 1)arctan(x + 1) — xarctan(x)) = g

X—r+00
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