Correction

Correction de I’exercice 1.
1. D’apres la formule du binbme de Newton, on a :
3 3

(2a+3b)° =) (i) (2a)K(3b)*F =" (i) (2a)37k(3p)k

k=0 k=0
3 3 0 3 2 1 3 1 2 3 0 3
=1, (2a)*(3b)"” + 1 (2a)°(3b)* + 5 (2a)*(3a)” + 3 (2a)”(3b)”.
On lit les coefficients binomiaux sur la ligne correspondant a n = 3 du triangle de Pascal. On obtient :

(2a +3b)® = 1(2a)3(3b)° + 3(2a)%(3b)* + 3(2a)*(3a)? + (2a)°(3b)3
= 8a° + 36a°b + 54ab® + 27b°.

2. Considérons un entier n € N quelconque.
— Supposons que n est pair. Alors : f(n) = n+1 et n+1 est impair, donc f(n+1) = (n+1)—1=n.
Ainsi, (fof)(n)=f(f(n))=rf(n+1)=n.
— Supposons maintenant que n est impair. Alors : f(n) = n—1 et n— 1 est pair, donc f(n—1) =
(n=1)+1=n.Ainsi, (fof)(n)=Ff(f(n)=Ff(n—1)=n.
On a donc, que n soit pair ou impair, (f o f)(n) = n. Donc :

VneN, (fof)(n)=n.

On en déduit que f o f = idy. Or d'aprés le cours, si il existe une application g : N — N telle que
fog=idyet gof =idy, alors f est bijective et f~1= g. Puisque f o f = idy, on en déduit donc que
f est bijective et que f~! = f.

3. (a) En utilisant successivement la formule de Moivre et la formule du bindme de Newton, on a :

Zn: (Deikg N é <Z> <eig)k = é (Z) (e’%)k x 177k = (e’% + 1)”.

k=0

i it (T _iT
es+1:e6<e6+e 6)
I‘E 71- , N .
=e's x 2cos 5) d'aprés les formules de Moivre

V3

it %0
=e'6 X 2—
2
;T
=35,
Ainsi, en utilisant @ nouveau la formule de Moivre on obtient :

3 (7))t = (vaet)" = va'ert.

k=0

(b) En identifiant les parties réelles de I'inégalité obtenue on a :

Re (i (Z) e’k73r> = Re (\@nei%) ,

k=0

0 () eos (k5) = v&"eos ().

n

k=
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Correction de I'exercice 2.

1. La fonction f, est dérivable par somme, produit et composition de fonctions usuelles dérivables sur R
et, pour tout x réel :

f1(x) = <1+Zkl>+e‘x<0+zw 1)

Nk n k—1
e X X
- e Z(/<—1)!
k=0 k=1
- 27_"’_ 7XZ Kl
k=
_ xL
= R
2. Soit x € [0, 1], alors :
_ 1
00| = [e7™] - 1x"] ‘n!'<1 1
En effet :
0<x"<1

e ! <e X <€ par croissance de la focntion exponentielle.

3. La fonction f, est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]O, 1[. Ainsi, d"aprés I'inégalité des accroissements
finis et le résultat de la question précédente, on en déduit que :

1
|fn(1) - fn(0)| < ﬁ |1 - O|-

4. (a) On remarque que, par définition de uj, :

1 Un 1
fr(1) — (0 —<:>O<——1‘<—
< 1fa(1) = £ (0)] < . o

<:>O<|u,,—e|<E

Ainsi, d'aprés le théoréme des gendarmes :

\up —e| — 0,
n—o0

et donc |lim u, =e.
n—oo

(b) On sait que :
n
_ 1
VneN, f(1)=e 12@‘
k=0
D'ou :
=efp(1) = up e

1
k!
k=0
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Correctio

1. (a)

(b)

2. On
(a)

n de I'exercice 3. La suite (T,)nen de polynémes est définie par :

To=1, T:1=X
{ VneN', Th1=2XTy—Th-1 (¥)
To=1 ; T1=X,;
To=2XT; — To=2X>~1;
T3 =2XTo— Ty =2X(2X? - 1) — X = 4X3 - 3X;
Ta=2XTs—To =2X(4X3 —3X) —2X?+1=8X*—-8X%+ 1.
On rappelle que les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les polynémes
de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif. Ty, T3 et T4 ne sont ni de degré 1, ni
de degré 2.
De plus T» = (\/EX - 1) (ﬁx + 1) n'est pas irréductible dans R[X]. Donc T1 = X est le seul
polynéme irréductible dans R[X] parmi les 5 précédents.
admet que chaque polyndme T, est un polyndme de degré n.
Soit n un entier naturel non nul fixé.
D'apres la relation (x), Tpe1 =2XTp— Th-1.
Or deg(Tp—1) =n—1, deg(2X T,) = deg(2X) +deg(T,) =1+ n et deg(Tp—1) < deg(2X T,).
Donc les polynémes 7,11 et 2 X T, ont le méme mondme dominant, a savoir :

an1 X" =2X a, X" = 2a, X",

On obtient ainsi
ant1 = 2ap.

(b) Nous avons d'aprés la question précédente : Vn € N*,  a,11 =2a,.

3. On

Cette égalité est fausse pour n =0 car ag = a; = 1. La suite (a,)pen+ est géométrique de raison
2 et de premier terme a; = 1. Mais la suite (a,)nen n'est pas géométrique. Par conséquent :
\V/n € N*, an — 2n_1
ag = 1.
se fixe un réel a.
Pour tout entier naturel n non nul, notons Z(n) les deux égalités :
« Tp—1(cosa) = cos ((n—1)a) et T,(cosa) = cos(na) ».
Veérifions £2(1) :  To(cosa) =1=cos(0a) et Ti(cosa) = cosa = cos(1a).
Soit n € N*. Supposons Z(n) vraie. Démontrons alors, sous cette hypothése que 2(n+ 1) est
vraie, ce qui revient a prouver seulement que T,4+1(cosa) = cos ((n + 1)2).

D’aprés la relation (x), Thy1 =2X T, — Tp—1. En évaluant en X = cosa, on obtient :
Thi1(cosa) =2 cos(a) Tp(cosa) — Tp—1(cos a).
Or, d'apres I'hypothése de récurrence, T,_1(cosa) = cos ((n—1)a) et Ty(cos a) = cos(na). Donc
Tht1(cosa) =2 cos(a) cos (na) — cos ((n—1)a).
En remplagant b par na dans I'égalité rappelée : 2 cos a cos b = cos(a+ b)+cos(a— b), on obtient

Tpt1(cosa) = 2 cos(a) cos (na) — cos ((n— 1)a)
= [cos(a+ na) + cos(a — na)] — cos ((n — 1)a)
= cos ((n+ 1)a) + cos ((1 — n)a) — cos ((n—1)a)
= cos ((n+ 1)a) + cos ((n— 1)a) — cos ((n — 1)a)
= cos((n+1)a).
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— En conclusion, selon le principe de récurrence, la propriété &2(n) est vraie pour tout entier n > 1.
En particulier :

VneN, Ty(cosa) = cos(na).
4. — Enprenant a=0: Tp(1) = T,(cos0) = cos(n x 0) = cos0 = 1.
— Enprenant a=m: Tp(—1) = T,(cosm) = cos(nm) = (—1)".
5. (a) On résout dans l'intervalle [0, 7], I'équation d’'inconnue a :  cos(4a) = 0.

cos(4a) =0 <= cos(4a) = cosg
— JkeZ, 4a:g+k7r

¢¢3kez,mzz+kﬁ

8 4
14 2k

<~ Jke]|0,3]; a:(+8)7r
= a=" ou a="F oy 3—51 ou a—7—7r

-8 8 8 -8

(b) Soit a I'une des quatre solutions de I'équation précédente.
| m 3T 5m 7
Alors T4 (cosa) = cos(4a) = 0. Donc les nombres réels COS o, COS —o=, COS o=, COS sont

des racines du polynéme T4.

D'autre part, comme la fonction cos est strictement décroissante sur I'intervalle [0, 7] et que

0 < U < 3 < o7 < m < T, les réels cos7r cos 31 cos o cos m sont deux & deux
o 8 8 8 ' 8’ 8 ' 8 ' 8
distincts.

Ainsi le polyndme T4 admet au moins 4 racines réelles distinctes :

cos T cos S cos o7 cos m
8" 8’ 8’ 8
(c) T4 est de degré 4, donc T4 admet au plus 4 racines réelles. Ainsi T4 admet exactement 4 racines
B o ™ 3T 57 T
réelles de multiplicité 1 : cosg, cosg, cos?, cos 5 et donc :

3
2k +1
T4:a4H<X—cos ;W>
k=0

3 5 7
T4:8(X—cos%) (X—cosér) (X—cosé:) (X—cosér).

Finalement
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Cette feuille doit impérativement étre rendue avec vos copies méme si vous ne traitez pas cet exercice.

Il vous est demandé d'y inscrire lisiblement vos nom et prénom et de noircir complétement les cases
correspondant a votre numéro d’étudiant.

NOM Prénom

Exercice 4 - QCM ... (5 points)

Les cases correspondant aux réponses exactes doivent &tre compleétement noircies, il ne suffit pas de
les cocher. Les bonnes réponses rapportent des points positifs, les mauvaises réponses rapportent des
points négatifs.

Question 1  S'il fait beau, alors je mets mon chapeau. Il ne fait pas beau. Que peut-on en déduire ?

[ Je ne mets pas mon chapeau. . Rien. [] Je mets mon chapeau.

Question 2  Soient E et F deux ensembles et f une application de £ dans F. Compléter la définition
suivante en choisissant la bonne réponse parmi les propositions ci-dessous. Définition : on dit que f est
bijective si :

LIVyeF 3xeE, y=f(x). By cF 3ixeE, y="f(x).

(J3lye FYXEE, y=Ff(x). [l3yeF 3xeE, y=fFf(x).

Question 3  Soit n € N*. Choisir parmi les ensembles ci-dessous celui ou ceux qui sont égaux 3
I’ensemble des racines n-iemes de I'unité.

W {2/ ke{0,1,...,n—1}}. L] {e*k™/n ke{0.1,....n—1}}.
B{zcC z"=1}. W {c?/", kez}.

VneN, up < Upy1

alors |lim u,=1.
vneN, 0<u,<1 n—+o00

Question 4  Si (up),cy est une suite réelle telle que: {

B Faux L] Vrai

Question 5 On dit qu'une fonction f : R — R tend vers 4+00 en +00 si :

B VACR, 3BEeR, Vx> B, f(x) > A [IVAER, 3BeR, Vx> A, f(x)> B.
[lVYMeR, IxeR, f(x)> M. []3IBeR, VAeR, Vx> B, f(x) > A.
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