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( 7 points ) En utilisant le changement de variable p = k — 1, on a :
A. Ensembles. Soit E un ensemble quelconque. p=k-1 — k=1=p
1<k<n 0<p<n-—1
1. Soit A une partie de FE.
D’ou
AVg=A0F=|A| AVA=ACA=|4] AvA-AUA-F-=[g] w1 N el
R G R e
2. Soient A et B deux parties de F. p=0 p p=0 p
‘ (AVA) v (BVB) ‘ CAVB-AuB-AnB-lA~EB]l d’apres la formule du binéme de Newton.
. -1 1
3. Dans cette question, on suppose que : C. Continuité et dérivabilité. On admet que liH(l) % = —= et on considére
T— x€X
E =R, A={:c€I[{;|x+3\<2} ot Bz{xeR;[szffi}. la fonction f définie par :
Soit € R. f(0)=0 et VzeR¥ f(m)zm.
e 1A = -2<r+3<2 < —-5<z<-1. Donc A=[-5-1]. z
1. (a) Pour tout réel z non nul, on a :
e z€B «— —6<1r<-6+1 < x€[-6;-5[. Donc B = [—6;—5].
cos(z)—1
e Ainsi: AU B = [-5—1] U [-6; —5[= [-6; —1]. fl@) = f(0) _ —3——0 _cos(z)—1
x—0 x x?
e On en déduit : 0 )
— D’apres la limite donnée dans I’énoncé, on en déduit : lim M =——.
AVB = [-6;—1] =] — o0; —6[u] — 1; +0 | . =0 -0 %
Le taux d’accroissement L_(J)C() admet une limite finie en 0 qui vaut ~5
T —
n 1
4 ;. / _ -
B. Calcul d’une somme. Soient n un entier non nul et S, = Z k <Z> Par conséquent, f est dérivable en 0 et | f'(0) 5 |

1. Soit k € [1,n].

n n! n! n!
k(k:) - kk!(n k) kk(k “Din—k)!  (k-Dln—k!
Dol
__ n(n—1)

(1) =

2. On en déduit que :

(b) La fonction cos est dérivable sur R, la fonction & — x Uest aussi. Done, sur
R*, f est un quotient de deux fonctions dérivables, dont le dénominateur ne
s’annule pas. Ainsi, f est dérivable sur R* et, pour tout réel  non nul, on a :

2 x 2

F(z)] = (—sin(x)) x  — (cos(z) — 1) x 1 _ sin(z)  cos(x) — 1 .

- £(0).

sin(x)

2. Par définition, f’ est continue en 0 si et seulement si 1ir% I ()
xr—

-1 1
Or, lin%J M =5 D’apres les équivalents usuels en 0, lir% = 1.

i =1 (5) =5

2

X
Par conséquent,

On remarque que lir% f'(z) = f'(0). Donc ’ f! est continue en 0|,
T—
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3. La fonction cos est dérivable sur R de dérivée — sin. De plus, pour tout réel x :
-1 <sin(z) < 1.

Donc :
Ve eR, |cos'(z)| < 1.

Ainsi, d’apres I'inégalité des accroissements finis :
V(z,y) e R |cos(z) — cos(y)| < |z —y].
En particulier, pour y = 0, on obtient :
Ve eR, |cos(z)—1]<|z|.

Ainsi,
VreR*, |f(z)| < 1.

Cette inégalité est encore vraie pour z = 0 car f(0) = 0. Donc,

VreR, |f(@)|<1]
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Exercice 2 : fonctions et suite‘

( 7 points )

Pour n € IN*, la fonction f,, est définie sur Rt = [0, +oo[ par :

1.

VreRT, fo(z) = (z +1)"”

lim nz=+wet lim e’ = 4o00. Dot par composition lim e"* = +o
Tr——+00 t—+00 Tr——+00
puis| lim f,(z) =+
xr——+00
. Les fonctions  — z+1 et & — €™ % sont dérivables sur R, en particulier sur [0, +o0].

Donc f, est dérivable sur [0, +o0[
et Vze [0, +oof, fi(z)=e""+(x+1)ne"” =(nzx+n+1)e"”
Or, pour tout réel positif x, (nz+n+1)=n+1>0 et e"* > 0.
Donc Vz € [0, +x[, f,(z) > 0.

Ainsi la fonction f;, est strictement croissante sur [0, +oo[.

x 0 400
fo(z) +
fn(0)=(0+1)e” =1 Too
In /
1

3. (a) Soit n € IN*. La fonction f, est continue (car dérivable) et strictement

croissante sur l'intervalle [0, +o[. Alors, d’apres le théoréme de la bijection,
fn est bijective de [0, +0o[ vers 'intervalle image :

Fa([0, +oo]) = [fn(()) , zEIfwfn(x)[ = [1, +oof

Or Pintervalle image f, ([0, +o0[) contient le nombre n.

Donc n admet un unique antécédent u,, par f, dans l'intervalle [0, +oo].
Autrement dit, ’équation d’inconnue z, f,(z) = n admet une unique solution
u, dans R*.

(b) fi:xz— (x+1)e” et f1(0) =1. Donc 0 est solution dans R de 1’équation

fi(xz) = 1. Comme cette solution est unique, nous avons

4. (a) Soit n e IN*.

i (hln) _ (hm +1> o _ <hm+1> Q) _ (hmH) 0
n n n — n

D’ou | fn (hln> =lIn(n) +n

(b) Soit n € IN*. Nous savons déja, par la question 3.(a), que u,, € R*. D’ou u,, = 0.
De plus

Inn

n () = fulup) =1

n>1l = Inn)>0 = In(n)+n>=n =
n

question 4.(a)

Or la bijection réciproque f;* de la fonction f, est strictement monotone sur
[1, +oo[ et de méme sens de variation que fy,.
Donc f, ! est croissante sur [1, +oo[. Ainsi

Inn _ Inn _ _
In < " ) = folun) 21 = f, ! (fn < n )) = fnl (fn(un)) = fnl (1)
. Inn
Finalement | — > u,, = 0
n
In(n
(¢) On vient de prouver que pour tout entier naturel non nul n, 0 < wu, < (n)
n
. ) . lnn
Or, par croissance comparée, lim —— = 0.
n—+w N

Donc, d’apres le théoréme des gendarmes, la suite (uy,)nen+ converge et

n—-+00

lim u, =0

5. (a) Soit n e IN*.

fo(un) =n dou (u, +1)e"" =n dou In((u, + 1)e"“") =In(n)
d’ott In(uy, + 1) +In(e"*") =1n(n) dou In(l+ u,) + nu, = In(n)

d’ott nu, =1In(n) —In(l + u,)

Comme n # 0, on en déduit que |u,, = —

(b) lim w, =0 dou lim In(l+wu,)=In(1)=0

n—+0o0 n——+0o0

In(1 1
Donc on conjecture que M est négligeable devant n(n) lorsque n tend

n
vers +00.
Pour tout entier n > 2,
Un 4 In(1+u,)/n 1 In(1 + uy)
In(n)/n In(n)/n In(n)  (no+w)
P Inn

On en déduit que |u, ~ ——

(n—>+4w) N
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Exercice 3 : polyndmes et nombres complexes‘ (7 points )
1. Ona:
P =—1 = 2P =¢"
= = (e”/s)3
3
= (&)=
— Jkel0:2], eif/g — ¢i2km/3
— Jke[0;2], z = el(5+75%)
On en déduit que les racines cubiques de —1 sont —1, '3 et e '3,
2.(a) Ona:
w4+ w = 2Re(w) = 2cos (g) =1
(b) Le discriminant de I’équation de ’énoncé est A = —3, les racines sont donc :
1443
2

3. (a) On sait que :
X2 X+1=(X-w)(X -).
Ainsi, P est divisible par X2 — X + 1 si, et seulement si, P(w) = P(@) = 0. Or :
Pw)=0 < Pw)=0 < P(w)=0.
D’oti le résultat demandé.
(b) Il suffit de résoudre P(w) = 0. Or :
P =w" - (w—1)"+w"+1=w?— ()" +w" +1=w"+1.
De plus :
" = <ei7r/3) _ einﬂ'/B'
Ainsi : 4 ,
Pw) =0 < "3 =™ — nr/3=r[2n].
Finalement, P est divisible par X? — X +1 ssi il existe k entier tel que n = 3+ 6k.

4. (a) De maniére immédiate :
w—®=1iV3

De plus, a ’'aide des formules d’Euler et de Moivre :

_ e _ .. o/nm
W' — @™ = T3 o TInT/3 — 95gin (—) .

(b) D’apres le théoréme de division euclidienne,

P(X)=(X?-X +1)Q(X) + R(X),

3(Q, R) € RIX], {d(m o

Ainsi, le reste est de la forme R(X) = aX +b ol a et b sont deux réels & déterminer.
En évaluant P en w et en @ on obtient le systéme :

8) - aw+b=w" —(w—1)"+w"+1
S law+b=0"" - (@—-1)"+1

Or, w et @ étant solutions de (Es), on sait que w — 1 = w? et que @ — 1 = @°.

Ainsi :

(5) =

{aw+b=w2”w2"+wn+1

av+b=a*" -+ +1

aw+b=w"+1
aw+b=w" +1

b=w"+1
{aw+ W+ Ly Li— Lo

alw—w)=w"—w

On en déduit successivement que

puis que
b:cos(n%)ﬂ—l—w

Une autre possibilité pour arriver au résultat consiste a réécrire la premiere équa-
tion du systéme (S) et a identifier les parties réelles et imaginaires de part et
d’autre.



