Correction

Correction de 'exercice 1.
1. Soit (a,b) € C2 et n € N. Alors :

(@+b)" = i (Z)akb”_k.
£20

2. Remarquons que la formule est vraie pour n = 0 puisque :

(a+b)’=1= (g)aobo.

Soit n € N. Supposons que la formule est vraie au rang n. Alors :

(@+b)"" =(a+b)a+b)

n
=(a+b))_ (Z)akb”_k (par hypothese)
k=0

- (7 k+1lpn—-k - (7 n+lypn+l-k
= Z ( )a b + Z ( )a b
k=0 k k=0 k
n-1 n n (n
:an+1 + Z ( )an+1bn—k + Z ( )an+1bn+1—k +bn+1.
k=0 k k=1 k

Effectuons un changement d’indice dans la premiére somme en posant p =
k+1. Alors :

n=1(n, akprk = i n aPpH1lp = i n akpntik
D’ou :
(a+ b)n+1 — an+1 + Z ((k n 1) + (Z))akbnﬂ—k + bn+1
1 kin+l-k n+1
a“b +b

— el (n]: 1)an+lbn+1—k’

puisque les coefficients binomiaux correspondant a k=0 et a k. =n+1 sont
égaux a 1. D’ou le résultat par récurrence.

3. Soit n € N. D’une part :

Y (k+1P-E%) =Y (k+1)2-) F®
k=0 k=0 k=0
n+l n

-y E-S
k=1 k

=0
=(n+1)2%-0°



D’autre part :

n n
Y (B+12-E%) = (F*+3k*+3k+1-F%)
k=0 k=0

f 3Zk+21
k=0 k=0
i gnn s Hm+n

Ainsi, en isolant la somme et apres simplification :

n(n +1)(2n + 1)

Correction de 'exercice 2.

1. Comme I =]0, %[, il est immédiat que :
Vxel, cos(x)#0.

L'équation est donc bien définie sur I.
2. (a) Soitx€ I, alors :

el* cos(x) + i sin(x)

=1+itan(x) #1.

cos(x) cos(x)
(b) On remarque que :
ikx n 1x

k
n e B e B l_qn+l
Z _Z(cos(x)) - 1-q

imocosk(x) =

ouq=—2 );él Or:

cos(x
ei(n+1)x

1o
1-q™*t cost1(x)

1-q el®

cos(x)

cosn+1(x) _ ei(n+1)x

cos™t1(x)

cos(x) — e'*

cos(x)
cos™ 1(x) — cos((n + 1)x) — i sin((n + 1)x)
—1sin(x)cos™(x)
sin((n + 1)x) icos’”l(x) —cos((n + 1)x)
sin(x) x cos™(x) sin(x) x cos™(x)

(c) D’apres le calcul précédent, en identifiant les parties réelles, on obtient
exactement le résultat demandé.



3. x €1 est solution de (¥) si et seulement si :

Or:

sin((n + 1)x) =0.

k
amm+1m:0)c:3kezxn+nx:knc:3kezx:—£%.
n
Dans plus, comme on résout (E) sur I, on a aussi :
km n+1
0<—<=-<—=0<k<—
n+1 2

Finalement, '’ensemble des solutions de (£) est donné par :

S:{jz—k€mexn+D&4.

n+1’

Correction de ’exercice 3.

1. (a) Pour montrer que (1), et (v,), sont adjacentes, il faut montrer que I'une

(b)

2. (a)

est croissante, que I'autre est décroissante et que la différence des deux
tend vers 0. Soit alors n €N, on a :

2n+2 B 2n B 2n+2 A
Upn+1—Un = SZ(n+1)_S2n = Z (=D%ar - Z(_l) ar = Z (=1"a.
k=0 k=0 k=2n+1
Or:
2n+2 5
Y. (-Dfap=-agn+1+a2,42<0
k=2n+1

car la suite (a,) est décroissante. On montre de la méme maniére que :

Un+1—Un =Q2p+2 — Q2,43 = 0.
Enfin,
Unp—Up=—"02n+1 n:;o 0,
car la suite (a,), tend vers 0 en +oo et que (ag,+1), est une suite extraite
de (ap)n.-

Comme (u,) et (v,), sont adjacentes, elles admettent la méme limite
¢ € R en +oo. Ainsi, la sous-suite des termes paires de (S,), et la sous-
suite des termes impairs de (S,), ayant la méme limite ¢, on peut en
conclure que (S,), converge vers /.

Notons pour tout n entier naturel :
P(n):-1<b,<0.
Comme by = —1/2, P(0) est vraie. Soit n € N. Supposons que P(n) est

vraie. D’une part :
-1<b,<0= |b,]=-1
Ainsi :
bn+1=sin(by) + |b,] + 1 =sin(b,)
D’autre part, d’apres I’énoncé :
-1<b,<0 = b, <sin(b,) <0,

ou l'inégalité de droite découle des propriétés de la fonction sinus sur
[—1,0[. On en déduit que P(n + 1) est vraie et donc le résultat demandé
est vrai par récurrence.



(b)

(c)

(d)

(e)

D’apres la question précédente, comme b, € [-1,0[, sa partie entiere vaut
—letdonc:
VneN, b, =sin(b,).

Soit n € N, alors, d’apres l'indication donnée dans I’énoncé :
b,+1—b, =sin(b,)—b, >0.

La suite (b,,),, est done (strictement) croissante.

D’apres le théoreme de convergence monotone, (b,), étant croissante et
majorée (par 0), elle converge. Notons ¢ sa limite. Par continuité de la
fonction sinus et d’apres la relation trouvée a la question 2.(b), on a :

sin(f) = ¢.

Or, d’apres l'indication de ’énoncé, cette équation n’a pas de solution sur
[—1,0[. De plus, d’apres la question 2.(a), on sait que la limite de (b,),
est un élément de [-1,0]. Finalement, ¢ =0.
Posons :

Vn E N, an = _bn.

Alors, (a,), est une suite décroissante de nombre positif et qui tend vers
0 en +oo. D’apres la premieére partie de 'exercice, on en déduit que :

n
Y (-Dfay,
k=0
converge. Or :
n n
Y (-Dfap =Y (-1)*1by,
k=0 k=0

d’ou le résultat.



