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TD 1 - Les nombres complexes

Les nombres complexes

Ecrire sous forme algébrique :

.(1 vﬁ) 3. (1+i)(1-2i)
1. i|=———1

3 3
1 1-: 1+3i
2. - 4. -+ -.
4-3; 3+2i 2-3i
n Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
A= (2+l)(1—l)2 C= 3+21_1—21
1+1 1-i
1+2i 1+1
B= D= -
1-i V3-i

n Déterminer I'ensemble des nombres complexes z vérifiant :

z—1
z+3

=1

n Dans chacun des cas suivants, représenter I’ensemble des points M d’af-
fixe z ou z vérifie 'équation donnée :

a) Re(z+1)=0 b) |z|=2 c) |lz+1|=]z|.
B Résoudre I'équation d’'inconnue z € C suivante :

(E) : 2—-2z2+2=0.

+ib
n Soit z = — ld ou a, b, c et d sont des nombres réels tels que c +id # 0.

c+i
Trouver une relation entre a, b, ¢ et d pour que :

1. z soit un nombre réel,

2. z soit imaginaire pur.

Résoudre I'équation d’'inconnue z € C suivante :
(E) :2z2—-2+61i==z.

n Soient z et z’ deux nombres complexes. Les affirmations ci-dessous sont-
elles vraies ou fausses? Le démontrer.

A1 : Siz—-z=0alorsz=0.
As : Silzl|=1etquelz+2'|=1alorsz' =0.
Az : Silm(z+2')=0 alors z et 2z’ sont conjugués.

A4 : Siz est sur le cercle trigonométrique alors 1/z I'est aussi.

n Ecrire sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle le nombre

1 :
complexe _1+i—\/§(1—i)
A= 1+ '

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

4
1-iv3 1+ivV3
—1i\/— 22=—( ! ), et 23:(1—i)6.
l

= ’ 2-2i

6-1iv2
Onpose:zlz\/_TL\/_

1. Donner la forme exponentielle de z;z2 et z—;

et z9=1-1.

2. Donner la forme algébrique de 2—;

3. En déduire les valeurs exactes de cos ({5) et de sin ({5).

Soit x € R, linéariser les expressions suivantes :

1. sin(2x)cos(3x), 3. cos®x +2cos?x,

2. cos?x.sin’x, 4. sin%(3x) + cos%(2x).

i0 _

. e
Soit 0 €] — 7, 71[. Ecrire ——— sous forme algébrique.
el +1
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S’exprimer et raisonner en mathématiques

1. Les essentiels

Soit f une fonction de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs
les expressions suivantes :

f n’a jamais les mémes valeurs
en deux points distincts

1. f ne prend que des valeurs po- 6.
sitives
. f sannule 7. f estla fonction nulle

£ est majorée 8. f s’annule une seule fois
9. f est paire

10. f atteint toutes les valeurs de

2
3
4. f est bornée
5 Pensemble N.

. f n’est pas la fonction nulle

Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction a valeurs
réelles définie sur I. Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes :

Vxel, f(x)#0
VyeR,Axel, f(x)=y
AIMeR,Vxel, |fx)sM
Vxel,(f(x)>0=>x<0).

Vxel, f(x)<O0
Va>0,3xel, f(x)=a
IMeR,Vxel, f(x)+M=0
Vxel,(f(x)=0=>x=0).

L s
® e o

2. On se donne deux nombres réels a et 6. On considere I'implication (x)
suivante :

1. Si P et @ sont deux assertions logiques, rappeler la négation et la
contraposée de P = Q.

(Ik€Z,a=b+2kn)= sin(a) =sin(b).
(a) Cette implication (x) est-elle vraie ?
(b) Ecrire la contraposée de I'implication (x).
(c) Ecrire la négation de I'implication (x).

(d) Ecrire la réciproque de 'implication (x). Cette réciproque est-elle
vraie ? Pourquoi ?

2. Pour travailler seul

Soit f une fonction définie sur un intervalle réel I a valeurs réelles.
Exprimer verbalement les assertions suivantes :

1. 3CeR, Vxel, f(x)=C,
2. Vxel, (f(x)=0=x=0),
3. Vael,Vyel, (x<y=fx)<f(y),

4. danslecasoulI=R :VxeR, f(x+m)=[f(x).

On définit les assertions suivantes :

e D :«dJedors.» e P
o T : «dJe travaille. » e R

: «Je parle. »
: «Je réve. »

Exprimer sous forme symbolique les affirmations ci-dessous.

Je travaille et je réve, mais je ne dors pas.

Quand je travaille, je ne parle pas.

Chaque fois que je travaille, je parle mais je ne dors pas.
Si je travaille ou si je parle, alors je dors.

11 suffit que je travaille pour que je réve.

AR o e

Une condition nécessaire pour que je travaille et que je parle est que je
réve.

7. Je travaille et je parle si et seulement si je réve ou je dors.

8. Soit je travaille et je réve, soit si je dors alors je ne parle pas.

«Si je vais au cinéma, alors je porte mes lunettes et je ne dors pas. Si je
ne dors pas, alors je mange des pop corn. Je ne mange pas de pop corn. » Que
peut-on en déduire ?

O Je dors.

O Je ne dors pas.

O Je ne vais pas au cinéma.

O Je ne porte pas mes lunettes.

O Je vais au cinéma et je dors.
O Je ne porte pas mes lunettes
et je ne vais pas au cinéma.
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BX On considere lassertion (P): VxeR, (x2>5=> x> /5). Ecrire la néga-
tion de (P). Lassertion (P) est-elle vraie ? Justifier la réponse.

Les phrases suivantes signifient-elles A= BouB=A?
Si A, alors B.

Pour que A, il faut que B.

Pour que A, il suffit que B.

A est une condition suffisante pour B.

A est une condition nécessaire pour B.

A des que B.

A est faux si B lest.

No e e
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Trigonométrie et compléments de calcul

algébrique

1. Equations et inéquations

24

(E1):
(E2):

1.
2.

Encadrer x+y,x—y,xy et f sachant que x €[3;6] et y € [—4;2].

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x| + (x — [x] )2.
Démontrer que : VxeR, |x+1]=|x]+1.
En déduire que : VxeR, f(x+1)=1+f(x).

Tracer la courbe représentative de f sur I'intervalle [-2;2].

Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue x :

lx—5]=2]x+5|
2—x|+]2x—1] =2

(E3): x+|x—1|=1+|x|
(Eg): 222+ |x—1=|x+1].

Résoudre dans R les inéquations suivantes d’inconnue x :
3. |1-24%|=3
4. x®+]x—1]-12x+1] <0.

x° + 5x < 6x2

lx—2|+]x—-1| <3

2. Trigonomeétrie

Résoudre dans R chacune des équations suivantes d’inconnue x et placer

sur le cercle trigonométrique les points associés aux solutions.

1
2
3.
4

. sinx:% 5. 2cosx =3

. 2sin®x=1 6. 2(cos®x—sinx)=v2
sin2x+3cosx+%=O 7. 2cos?x+3cosx+1=0

. sin(2x) = cos(x). 8. tan(x)= V3.

Résoudre dans [0;27] les inéquations trigonométriques :

2sinx<V3, 1+2sinx>0, 2sin’x—5sinx+2>0.

m Résoudre dans [, 7[ les inéquations suivantes :

2

2cos(x) =1, |sin(x)| < cos“x>1.

2
1. Résoudre dans [0,27[ 'équation suivante d’inconnue x :

1
2x) = —.
cos(2x) 2

2. Résoudre dans [-7, [ 'équation ci-dessous d’inconnue x :

xy V3
): 23'

sin(§

3. Produits et sommes

m Soient 7 un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les expressions
suivantes avec le symbole Y ou le symbole [] :

A, =2°43%+4%+...4nb,
B, =2x4x6x---x(2n—2)x(2n),

Chx)=1-x+x2—2%+- +(=1)"x",

[, 1 1 1 1
D= 1—5 1—§ 1—3—5 X oo X 1_31T .

Soient n un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les expressions
suivantes avec le symbole Y ou le symbole [] :

A, =4+42+43 4. 4471

Bp(x) = 2x + 4x% + 823 + - + 10244,
C,=1x2x3x4x---xn,
D,=(2+3%) x (2+3%) x (2+35) x --- x (2+3%4).

E Soit 7 un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :
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n-1 n 2i 2n

: kZ(2k+1); Z 5. kz (3k - 2).
=0 = =n

. iZZk; i(k——);
k=0 k=1

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

n—1 n 3l 2n
. 2 Bk+2); 3. 223H2 ; 5. ) (2k-3).
k=0 k=n
n
32k ; 4, ( k——) ;
& z

%8  Soit n un entier naturel supérieur é 2. On pose z =e'n.
19/2
1-e'? = -2isin (2)

. Calculer la somme : 1+z+22+---+2"71,

. Vérifier que pour tout réel 9,

1
2
1
2.
1
2
n-1 ki
3. En déduire Z sin(—).
k=0

n

m Soit n € N*. Démontrer que lorsque k est un entier naturel non nul :

% - k% k(k1+ 5 . Calculer alors Zl k(k1+ 5
1. Pour % entier, développer la différence : (k +1)3 —
2. En déduire pour n € N la somme : i k2.
3. Calculer : 1 ><2+2><3+3><4+--{e4_—1n x(n+1).

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes avec la formule du binéme :
n n 2n (9
i=o\k k=0 k =1 \J

Soit 8 € R. En utilisant la formule de Moivre, exprimer cos40 et sin46 en
fonction de cosf et sinf.

Soit x € R. Calculer )_ (Z) cos(kx).

k=0

4. Pour travailler seul

m Pour tout réel x, on note |x| la partie entiére de x. Soit x € R fixé. Démon-

trer que pour tout n €N, [x+n| = |x] +n.
w7
En remarquant que 2-3 7 calculer les valeurs exactes de :
V4
sm(lz) cos(12) tan(12)

En déduire les valeurs exactes de :
5w 5m 5m
sin cos tan| —|.
12 12 12
m Soit x € [0,7]. Démontrer, en raisonnant par récurrence, que :

VrneN, |sin(nx)|<nsin(x).

m Soit n un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

L. k2Zn\/3_k; ( ); ]1(1——)
" oun 2.
oux(—:[R

n

s 11

2n n

2. Y lk-nl; H
k=0 Jj=1

m Soit n un entier naturel non nul. On pose

En développant (1+1)?* et (1 —1)?>" par la formule du binéme de Newton,
simplifier P, et S,,.
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Suites réelles

1. Les essentiels

m On considere la suite (u,), ¢y définie par :

{ uo=-1; ur=1;
1
VneN, Un+2 =Up+1 — g Un-

On définit les suites (an),en €t (bn),en PAr

(n =Un+1 = 5 Un et b,=2"u,.

1. Démontrer que (a,), est une suite géométrique dont on précisera la raison
et le premier terme ag. Exprimer a, en fonction de n.

2. Démontrer que (b,), est une suite arithmétique dont on précisera la
raison et le premier terme by. Exprimer b, en fonction de n.

3. En déduire I'expression de u, en fonction de n.

m On pose :
wo=1
VneN, Unpiy=—2
A P
1. Démontrer que u, > 0 pour tout entier n.
1
2. Onpose :VneN, v,=—.
Un

(a) Exprimer v,+1 en fonction de v, pour tout entier n.

(b) En déduire ’expression de u, en fonction de n pour tout n.

On définit les suites (©,),en: €t (Un)pen+ PAT :
U
Up = Z E

k=0

et vp,=u,+ .
nxn!

1. Démontrer que (u,), et (v,), convergent vers la méme limite ¢.

2. En déduire un encadrement de ¢ d’amplitude 1075.

m Soit (s,), la suite définie par :

1. Prouver que les suites (s2,,),, et (s2,+1),, sont adjacentes.

2. En déduire que la suite (s,), est convergente.

m La constante d’Euler. On admet que pour tout entier 2 > 1,

1
m <ln(k+1)-Ink < E

no1
On pose pour tout entier naturel n non nul, H,, = Z —.
k=1

n-1
1. Démontrer que : VneN*, H, >Inn + % Indication : H, = Z% + %
k=1
2. Démontrer que : VneN*, H, <1+Inn. Indication : H, =1+ i %.
k=2

3. En déduire un encadrement de 11;11_';1 puis un équivalent simple de H,
lorsque n tend vers +oo.

4. On pose alors pour tout entier n =1,

1
Wy =Up— —.
n

v,=H,—-Inn et

(a) Démontrer que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.

(b) En déduire qu’il existe une constante réelle y et une suite (¢,),, telles
que

lim ¢, =0.

H,=Inn+y+¢, et lin

m Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (u,),, :
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. Up

wp =3 4. u,=5n+7-n2 T up =45
unzﬁ 5 u,=n-Inn
L up=el™ 6. u,=n+5cosn 8. up,=vn+l1-yn

Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (©,), :

— g 3. u, =n—exp(n) B 2nb

9 4. u, =2sin(n)—n n:

_ 2n"+3n _nl!

un—nz_n+2 5. un:\/_—\/m 7. un_3_n

Démontrer les relations ci-dessous au voisinage de +oo :

nd+3n~n3 n-In(m)~n, 3In(n)#£In(n), n*+4In(n)=o0(e").

Démontrer les relations ci-dessous au voisinage de +oo :

2n2—n~2n2, exp(2n)+n3+n!~n!, 2n? £ n?.

On définit la suite (u,),cn par :

_1
uO— §7
VnelN, un+1=un—u%.

1. Etudier la monotonie de la suite (&,),en-

. Prouver que la suite (u,,),en €st minorée par 0.

3. En déduire que la suite (u,),cn est convergente et donner sa limite.

Soit (uy),en la suite réelle définie par récurrence en posant ug =1 et

Unt1=vV1+u,sineN.

1.
2.

Démontrer que (1), en est croissante et majorée.

En déduire que (u,),cn converge et calculer sa limite.

2. Pour travailler seul

2.

Quelle est la raison d’'une suite géométrique (u,),, telle que :

n
up=90 et lim up=1507?
n—>+ook:O

On considere la suite (©,,),cy définie par :
uy=3
VneN,
Soit @ un nombre réel. Déterminer a pour que la suite (v,),cn de terme
général v, = u, — a soit une suite géométrique.

Up+1=—2uUp+T.

En déduire le terme général de la suite (u,),cn-

m Considérons la suite réelle (u,),¢y définie par :

1.

2.

B rcdian 2014.

-1<up<0,
Up—2

VnelN, .
u,+4

Up+1 =

(a) Démontrer que pour tout n €N, —1<u, <0.
(b) Etudier la monotonie de la suite (¢,),en-

En déduire que (uy),cn converge et déterminer sa limite.

1. Soit (a;)ren une suite de nombres réels positifs dé-
croissante telle que :

lim a, =0.
n—+oo

On considere la suite (S},),en de terme général donné par
n
VneN, S,=Y (-Day,
k=0

ainsi que les suites (u,)en €t (U, )nen définies par :

Un=3Son,
VneN, { " 7%
Un =S2n+1-
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(a) Démontrer que les suites (u,), et (v,), sont adjacentes.
(b) En déduire que la suite (S,), converge.

2. Soit (b,), la suite définie par :

1
bo=-=,
0= 79

VneN, b,y1=sin(b,)+b,]+1,

ou |b,] désigne la partie entiére de b,. On admettra I'inégalité ci-dessous
que l'on pourra utiliser dans la suite de ’exercice :

Vxe[-1,0[, sin(x)> x.

(a) Démontrer que :
VneN, -1<b,<0.
(b) En déduire une expression simplifiée de b,.1 en fonction de b,,.
(c) Démontrer que la suite (b,),en est croissante.
(d) Démontrer que la suite (b, ),cn converge et déterminer sa limite.

(e) Démontrer que la suite de terme général :

n
Sn — Z (_1)k+1bk
k=0

est convergente.
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Ensembles et applications

1. Les essentiels

m On considere 'ensemble E = {a;b;c}. Peut-on écrire

l. acE? 4. {a}eP2(E)? 7. {p}cE ?
2. aceE? 5. gcE ? 8. {(p}cA(E)?
3. {a}JcE? 6. peE ? 9. {a}eE ?

Pour chacune des applications f ci-dessous, étudier la bijectivité de f et
déterminer sa bijection réciproque le cas échéant.

1. f cC - R* 3. f : R* — [3,+o0[
z — |z x — x2+3
2. f R\{2} — R\{3} 4. f : R® — R2

x — ﬁ+3 (x,y) — (x+y,x—y)

m Pour chacune des applications f ci-dessous, étudier la bijectivité de f et
déterminer sa bijection réciproque le cas échéant.

1. f : N - N 4. f : R - R2

n — n+l (x,y) — Qx+y,x—2y)
2. f 7 — Z 5. f : R — R

n o— n+l (x, ) (x, %)
3. f : N - N 6. f : R — R2

n — 2n (x,y) — (x+y,xy)

m On considere les sous-ensembles suivants de C :

E={z€C, Im(z)>0} et D={z€C, |z|<1}.

1. Démontrer que :sizeE alors |z — i2<lz+il%
2. En déduire que : VzeE, 2 eD.
z+1i
3. Démontrer que pour tout nombre complexe Z, on a :
Z+Z
Im(iZ)=Re(Z) = —

4. On considere 'application f définie par :

f :E — D

Démontrer que [ est bijective.

1. Déterminer 'ensemble f (R) ou f est I'application

f : R - R

x — e*.

2. Déterminer g([—1;4]) ou g est 'application

g : R - R

X x2.

Déterminer les ensembles £ (11, +oo[) et £ 1 ([—1,0]) oix f est Papplication :
f : RfY - R

x ~— In(x).

m Déterminer 'image réciproque f~1({2;3}) de I'ensemble {2;3} par 'appli-
cation f R - R
x — |x].

Déterminer f~1([-1,8]) ou f est Iapplication f
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2. Pour travailler seul

m Soient E un ensemble non vide et @ un élément de E. Expliciter 'ensemble
P (2 {a})).

m Etant données A et B deux parties d'un ensemble E, démontrer les
équivalences suivantes :

1. AcB«< AUB=B 2. A=B <= AnB=AUB

On considere deux applications f :N— N et g : N — N définies pour tout

neN par : n
— sin est pair,

f(n)=2n, gn)=4 2
n

sinon.

1. f est-elle bijective ?

2. g est-elle bijective ?

3. Déterminer (go f)(n) pour tout n € N.

4. Démontrer que f o g # idy puis calculer (f o g)(n) pour tout n € N.

Dire si les applications suivantes sont bijectives. Le cas échéant, détermi-
ner la bijection réciproque.

f . R - R2 g : C — C,
(x,y) — Qx—-yx+y)’ z — V2zZ+iz’

p : ZPN) — 2 (N)
X - {1,2;3luX

Final 2017. Soit f: N — N
n+1 sin estpair
S {n —1 sin estimpair
Calculer f o f. En déduire que f est bijective.
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1.

1.

Limites et continuité L Va2+1+Va2-1 ~o 2 3. sin(e*-1) ~px
0 In(x +1) 1 4 VX —e¥ +2x22 e
Les essentiels ") ™™ xnk) T Vxln) - vr+x+18 T &
Etudier la limite éventuelle en zéro de la fonction f :x+— ... 4 4017 : ‘o . i
1. Démontrer I’équivalent suivant au voisinage de 0 : \/x ++vx ~¢ x%.
22 sin(l) 5. iz +sin (1) 2. Déterminer un équivalent de la fonction x — y/x + v/x au voisinage de
X X x +00.
x—Inx cosx
6. —
x X Soit & € R, & fixé. On définit la fonction f sur R par
Vitx-1 1 1
- - - 7. v/1+=——1/- 1
x X X — six=1,
sin(3x) cosx—1 flx)=1x _
8. —— —2x+k sinon.
x X
Déterminer, sous réserve d’existence, les limites suivantes : Pour quelle(s) valeur(s) de % la fonction f est-elle continue sur R ?
V/ _ 1 2
lim M 5. lim (— - ) Soit (a,b) € R? et f la fonction définie sur R par :
=0 x —1lx—-1 x2-1
. sinx . e" -1 x>+b  six<0
1 L1 . -
b x2—x 6 b x2 +2x flx)= { sin(ax) .
sinon.
lim ( x2+1—x) 7. lim (Vx-Inx) x
x—+00 x—+00
. x—2 1 Etudier la continuité de f sur R en fonction des parametres a et b.
lim 8. lim « {—J
x—2" \/x2 _4 x—0* [ X
_ m Etudier la continuité en 0 de la fonction f : R — R définie par
On considere la fonction f définie sur R par
_ 1
e’ +e" xQ{—J six#0
f(x):x—ln( 3 ) f(x):{o x |
Vérifier que pour tout x € R : SHon.
f(2) = 1In(2) - In(1+e~>) cos(x) — 1
=In(2)+2x—In(1+ e2x) . Démontrer que la fonction f définie sur R* par : Vx € R*, f(x) = Qe

est prolongeable par continuité en 0.

. Déterminer les asymptotes a la courbe représentative de f en —oo et en

+00.
m Démontrer que chacune des équations suivantes admet une unique solu-

Démontrer les équivalents ci-dessous entre fonctions. tion dans l'intervalle indiqué.
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1. x5 -x*+1=0dans I =[-1;0], 2. tanx=x+1dansI=|-3;Z].

m Démontrer que chacune des équations suivantes admet une unique solu-
tion dans l'intervalle indiqué.

1. e*=2-xdansR, 2. sin(x)+1=xdans I =|%;x].
Soit f une fonction continue sur [0;1] telle que £([0;1]) = [0;1]. Démontrer
qu’il existe ¢ € [0;1] tel que f(c)=c.
Indication : appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires a la fonction
g:x— f(x)—x.

2. Pour travailler seul
m Le plan est muni d’un repere orthogonal (O 7 ,7) Démontrer que la

courbe représentant la fonction f admet une asymptote oblique en +oo et étudier
sa position par rapport a cette asymptote.

_In(x)+1-x 2x% —5x +1
R T A T
2. f(x):1+x2 —-Xx 4. f(x)=—-xe*+1-3x

m Déterminer, sous réserve d’existence, les limites suivantes :

1. lim (e*- %2+ 1) sin(2x)

x—+oo "t sin(5x)

2 3 n

2. lim x[i/[1+=|[1+2]-1 Xt -1

P x) x) ) 4, J161_1’1% 1 ou n e N*.

Vitx—(1+%
1. Déterminer lim —2(2)
x—0 X

2. En déduire qu’il existe une fonction € :[-1;1] — R telle que

2
Vxel[-1;1], \/1+x:1+g—%+x2£(x) avec liI%E(x)ZO.
e

Etudier si les fonctions ci-dessous définies sur R* sont prolongeables par
continuité en 0.

C(1+xP-1 | sin(x)]

1. g(x) 3. @)=

2. h(x)=sin(x) sin(l) 4. f(x)= sin(l).
X X

€ rFinai 2012.

1. Dresser le tableau de variations de la fonction

g : ]-1,+o00 — R
x —  10In(1 +x) + x2 + 2x — 10.

2. Démontrer que g bijective de ]— 1, +oo[ sur un ensemble J que ’on préci-
sera.

3. En déduire que ’équation 101In(1 + x) + x2 + 2x — 10 = 0 admet une unique
solution. On notera a cette solution dans la suite.

2_10ln(1+
4. On définit la fonction f par: f(x) = x—n(x)

sa représentation graphique dans un repére orthogonal du plan. Donner
I’ensemble de définition & de f.

5. Déterminer les limites de f aux bornes de Z.

. On désigne par ¢

6. Démontrer que la courbe ¥ admet la droite A d’équation y =x — 1 pour
asymptote oblique au voisinage de +oo.
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Résolution d’équations a variable complexe

1. Les essentiels

m Résoudre dans C les équations suivantes d'inconnue z :

22—\/§z—i=0,
22— (3+4i)z—1+5i=0,
24— (2+0)22+1-i=0,
23 =4v2(1+1i)

22+z+1=0,

1.
2. 28+422+1=0,

3. 22-2c0s(0)z2+1=0, ou O €R,
4,

22-(1+2i)z+i-1=0,

S

1. carrées de 11+4iv/3,
2. cubiques de 8i,

Déterminer les racines

3. sixiémes de —27,

4. cubiques de 4(v/3—1i).

On considere 'équation d’inconnue Z € C suivante :
(E) : Z*-2iZ-2=0.

1. Résoudre (E).

2. Soit z un nombre complexe écrit sous forme algébrique z =a +ib avec a
et b des nombres réels. Déterminer le module et un argument de e?.

3. En déduire les solutions de I’équation (S) ci-dessous d’inconnue z € C :

(S) : e -2ie?—2=0.

Résoudre dans C les équations suivantes :

1. =1, 4. e#—2e7%+2=0,
2. % =2i, 5. 22 =1+iV3,
3. e =3 +3i, 6. e =—1.

m Soit 7 un entier naturel supérieur a 2.
1. Calculer la somme et le produit des n racines n-iémes de I'unité.

n-1 2k
2. En déduire Z cos(—n).
k=0 n

m Soient n € N,n = 2 et w une racine n-iéme de 'unité telle que w # 1. On
pose :

n
S=)Y ko*.
k=1

En calculant (1 - w)S, déterminer la valeur de S.

2. Pour approfondir

m On pose E = C\ {1} et on considere I'application

f : E - C*

z e
1. Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 — 6.
2. Résoudre dans C I'équation f(z) = ﬁ.

3. Démontrer que f(E) = C*. On ne demande pas de calculer explicitement
un antécédent de a € C* par f.
4. Soit 8 un nombre réel tel que 0 <0 < 271.
(a) Démontrer que e —1 = 2isin (g) eis,
(b) En déduire la forme exponentielle du nombre complexe f(e').

5. On considere 'ensemble A = {z € C, Re(z) = 1}. Démontrer que

f(AN{1}) =] —00,0[.

Soit n € N*.,

1. Résoudre dans C I'équation (z +i)" =(z —i)" d’inconnue z.

2. Démontrer que cette équation admet exactement n — 1 solutions, toutes
réelles.

UTBM

13



MT1A - MT1D - A24
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27

. 2n
m On considere le nombre complexe u = cos (7

+ isin(T). On pose en-

core :

S=zu+u’+u* et T=u?+u®+ub.

1. (a) Simplifier 7.
(b) Calculer la somme 1+ u +u2+---+ub.

2u3...u6.

2

(c) Calculer le produit uu
2. (a) Montrer que S et T sont deux nombres complexes conjugués.

(b) Donner la valeur de S + T et calculer S x T'.

(¢) Démontrer que la partie imaginaire de S est positive.

(d) En déduire les valeurs exactes de S et T'.

sin|—|+sin|—|+sin|—|.
7 7 7

m On définit I'application exp : C — C par

3. Calculer la somme :

exp(z) =e*(cosy +isiny), ouz=x+iy avec (x,y)€ R

1. Expliquer pourquoi la valeur 0 n’est pas prise par la fonction exp.
2. Pour a € C*, résoudre dans C I’équation d’inconnue z : exp(z) = a.

3. En déduire que exp(C) =C*.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N le nombre complexe
(V3 +10)" est-il réel ?

3. Pour travailler seul

NN Final 2021 1. Résoudre ’équation (E) ci-dessous d’inconnue z € C.
(E) : 25=8.

2. Dans le plan ci-contre, représenter les solutions de (E) sur le cercle ¢
dont on indiquera la valeur du rayon R.

UTBM
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TD 8 - Dérivabilité

Dérivabilité
1. Les essentiels

11”4 Dans chacun des cas suivants :
e préciser sur quel ensemble la fonction f est dérivable,
e calculer sa dérivée [/,
e déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f
au point d’abscisse a.

1+
4. f:x-—»exp(l—x),oﬁazo
-x

5. f:x-—»ln(x+\/x2—1),01‘1a=1

6. f:x—x", oua=1.

1. f:x—1In(nx),ota=e
2. f:x—V5+sinx,oua=0

1
3. f:x'—>ln(1+x

),oﬁazO

—X

Calculer la dérivée n-iéme des fonctions suivantes :

1. fix—e> 3. h:x—xe*

1
2. gix— ——

1—x 4. @ :x— cos(2x).

Etudier la dérivabilité des fonctions f, g, & et u définies par :
1
o f(x) :xzcos—, six#0, et f(0)=0,
x
|| Va2 —2x+1
x—1
1
e h(x)=sin(x) sin (—) , sixZ0 et h(0)=0,
x

o glx)= ,sixZ1 et g(1)=1,

e u(x)= , pour tout x € R.

x
1+ x|

Déterminer deux réels a et b tels que la fonction f définie comme suit sur
Vx six €[0;1],

R* soit dérivable sur R™™ : f(x) = 9
ax“+bx+1

six>1.

X

La fonction ¢ est définie sur [1;+oo[ par ¢(x) = e—.
x

1. Calculer ¢'(x) pour tout x € [1;+oo[. Démontrer que ¢ est une bijection de
[1;+ocl sur un intervalle J que I'on précisera.

2. On note ¢! la bijection réciproque de ¢. Calculer (¢~ 1)’ (%) )

Soit f : R — R définie par : Vx € R, f(x) = 2% + x — 2. Démontrer que f est
bijective et calculer (f ‘1)'(0).

En utilisant le théoréeme des accroissements finis, démontrer que :
1. VxeR", —x<sinx<x ;
2. VxeRY, In(Q1+x)<x ;

3. Vx>0, L <In(x+1)-Inx< 3.

Démontrer a ’'aide de I'inégalité des accroissements finis que :

V(x,y)€e [RZZ, |sinx —siny| <|x—y|.

2. Pour approfondir

On considere la fonction dérivable f : R — R définie par :

¥ —e7¥
Vx R, = .
X f(x) e*+e™¥
1. (a) Vérifi VxeR, f(x)=1 2
. (a) Vérifier que : Vx , flx)=1- .
d e2x+1

(b) En déduire le sens de variation de f, ainsi que les limites de f en
+00 et en —oo.

2. Démontrer que :
VxeR, f'(x)=1-(f()>.

3. (a) Démontrer que f est bijective de R sur un intervalle J que l'on
précisera.
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(b) Justifier que ! est dérivable sur J et donner une expression simple
de (1) (x) pour tout x € J.

111 1. Alaide du théoréme des accroissements finis, prouver que :
il 2
Vx € [0;5 [, 0<tanx—x <x(tanx)”.

2. On consideére la fonction f : |-%; %[ — R définie par :

(a) Etudier la parité de f.
(b) Démontrer que f est continue sur |-Z;Z].
(c) Démontrer que f est dérivable en 0 et calculer f'(0).

(d) Justifier que f est dérivable sur 2 = |-%;0[U|0;5[ et donner l'ex-
pression de f'(x) pour tout x € 2.

Final 2017. Soient n € N* et la fonction £, : R — R définie par :

VxeR, fulx)=e™ Z z—

n xk
1. En remarquant que pour tout réel x, f,(x) =e™™ (1 + Z k—), justifier que
k=11

fn est dérivable sur R et démontrer que :

VxeR, f,/(x)=-e* —.

2. Démontrer que : Yx€[0,1], |fr(x)|<—

3. Appliquer I'inégalité des accroissements finis a f,, sur I'intervalle [0, 1].
4. On consideére la suite de terme général u, =e f,(1) pour n € N*,

(a) Utiliser la question 3 pour démontrer que (u,),cn+ CONverge.
n

(b) En déduire la limite nl_lgloo k‘

3. Pour travailler seul

113 1. Démontrer que : Vx> -1, In(1+x) < x.

2. En déduire que pour tout entier naturel n = 2,
1\ 1\
(1+_) <e< (1__) .
n n

Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b. Soit f une fonction continue sur le
segment [a,b] et dérivable sur Ja, b| telle que f(a)=f(b)=0

Jcela,bl, f(c)=L2.

: considérer la fonction g : x —

1. Démontrer que :
Indication @

2. Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Final 2014. Soit f :R — R la fonction définie par :
1 .
x+—— six<0,

Vx eR, (x)=
! e’ -1

X

sinon.

1. Démontrer que f est continue en 0.

2. Démontrer que f est dérivable a droite en 0 et donner f 6’1(0). On pourra

oy . . . 2
utiliser ’équivalent suivant : e*-1-x ~ %

(x—0) 2
Démontrer que f est dérivable a gauche en 0 et donner f, é(O).
La fonction f est-elle dérivable en 0?

Déterminer les limites éventuelles de f en +oco et en —co.

SIS

On désigne par ¢y la courbe représentative de f dans un repére ortho-
normé (O,f,f).
(a) Déterminer I'équation de 'asymptote A a €7 au voisinage de —oo.

(b) Déterminer les positions relatives de A et de ¢r sur l'intervalle
1—00,0].

(c) Déterminer 'équation de la tangente a €7 en 1.

UTBM

16



MT1A - MT1D - A24

TD 9 - Polynémes

Polynomes

1. Les essentiels

I8iY Effectuer les divisions euclidiennes de
X4+ X2+X +2par X2-3,
X*-X3+X -2 par X%2-2X +4,
3X°+2X4-X%+1par X3 +X +2,
4X3+2iX? par X +i.

&~ L o=

1Bkl Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par :

1. X+3, 2. X?2-6X-16,

Soit 7 € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme

X" +X +1 par (X - 1)2.

Soient a et b deux nombres réels et P = aX 2% + bX?* + 1. Déterminer a et

b pour que P soit divisible par (X — 1)2.

Dans R[X] et dans C[X ], décomposer les polyndémes suivants en produits

de polynomes irréductibles.

1. 4X%2-X -3, 3. X6+1, 5. X2+X +1,
2. X3-8, 4. X"-1, 6. X*+X2+1.

2. Pour approfondir

k

X
Soit n € N*. Démontrer que le polynéme P =1+ ) _ " n’a que des racines
k=1 """

simples dans C.

3. (X +32(X +2).

Final 2018. Le but de cet exercice est de prouver que la fonction exp définie
sur C par

Vz€C, exp(z) = e [ cos (Im(2)) + i sin (Im(2))

n’est pas polynomiale.

1. Résoudre dans C I'équation exp(z)=1.

2. Supposons qu’il existe P € C[X] vérifiant : Vz € C, P(z) = exp(z). Quelles
sont les racines du polynéme @ =P —1?

3. Que peut-on dire d’'un polynome admettant une infinité de racines?

4. Démontrer que la fonction exp n’est pas une fonction polynomiale.

123 1. Soit P = X2-4X +5. Décomposer le polynéme P en produits facteurs

irréductibles dans C[X].

2. On considere le polynéme suivant de C[X] :
Q=X>-(1+20)X%>-3X-1+2i.

(a) Démontrer que @ a une racine en commun avec P.

(b) Effectuer la division euclidienne de @ par X — a ou « est la racine
commune a P et @ trouvée a la question précédente.

(c) En déduire la décomposition de @ en produits de facteurs irréduc-
tibles dans C[X].

3. Pour travailler seul

Soit n un entier, n = 2. On pose

VzeC, P()=1+z+22+---+2" 242" L
1. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.
2. En déduire la factorisation de P(z).
n—-1 ik
3. En calculant P(1), prouver que : [] |1 —e% | =n.
k=1

n—-1 k
4. En déduire que : [] sin(T”) = it
k=1
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Final 2016. Soient n un entier naturel non nul, et P un polynéme unitaire
de R[X], de degré n.
1. Soit @ € R, démontrer que : Vz€C, |z — a| = |Im(2)|.
2. On suppose dans cette question que P est scindé sur R. En utilisant une
factorisation de P, démontrer que : Vz € C, |P(2)| = |Im(2)|".

3. On prend dans cette question P =1+ X?3.
(a) Donner une décomposition de P en produits d’irréductibles de C[X].
(b) Trouver zg € C tel que |P(z¢)| < [Im(z0)|3.

4. On suppose dans cette question que : Vz € C, |P(z)| = |Im(z)|*. Démontrer

que toutes les racines de P sont réelles. En déduire que P est scindé sur
R.

5. Enoncer clairement le résultat obtenu dans cet exercice.

Final 2014. On considere le polynéme & coefficients réels :
P(X)=X*-2X3+3X%-2X +1.
On admet que ce polyndome admet une racine complexe, non réelle et double
notée a (a ¢ R). Le but de cet exercice est de déterminer a.
1. Que peut-on dire de P(a) et de P'(a)?
2. En déduire que @ est aussi une racine double de P.
3. Montrer que la factorisation de P dans C[X] est donnée par :

P(X)=(X - a)*(X -a)>.

4. En déduire la factorisation de P(X) sur R[X].
5. Exprimer P(0) en fonction de || et en déduire |a|.
6. Développer I'expression donnée a la question 3 et déterminer a.

Final 2019 Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on consideére le poly-
néme :
P,X)=X"-(X-1D".

1. Résoudre dans C I'équation P,(z) = 0 d’inconnue z. On exprimera les
solutions en fonction des racines n-iémes de 'unité.

2. Vérifier que, pour tout réel 6, 1—e? = -2isin () els.

3. Déterminer les écritures exponentielles des racines complexes du poly-
nome P, (X).
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Fonctions trigonométriques réciproques

Compléter le tableau des valeurs remarquables ci-dessous.

2n

>
(=]
S}
IR
B
o
B
ot
3
ot
B
S
3

cos(0)

sin(6)

En déduire les valeurs de :

1 1
arcsin(§), arccos(—§), arctan(1l), arcsin(0).

IPBE  Calculer :

4n

2
arccos(0), arccos(—1), arcsin(%), arctan(\/g), arcsin(sin(?)).

1B Soit x e [-1,1].

1. Développer les expressions ci-dessous puis les exprimer sous la forme d'un
polyndéme du second degré :

cos(2arccos(x)), cos(2arcsin(x)).
2. Démontrer que :
(a) cos(arcsin(x))=vV1—x2 (b) sin(arccos(x)) = V1 —x2.

IBIN Démontrer la formule ci-dessous :

Vx €[-1,1], arccos(x) + arcsin(x) = g

X
Démontrer que pour tout réel x positif, Toa2 < arctan(x) < x.

52

Soient f et g deux fonctions définies par :

f x-—»arctan( ), g : x— arcsinx.

X
V1—x2

1. Déterminer les domaines de définition de f et de g.

2. Déterminer les points ou f et g sont dérivables et calculer leurs dérivées.

3. En déduire une relation entre f et g.

134

® oo

135

136

X
e

Justifier que la fonction f est définie et dérivable sur R.

On considere la fonction f : x — arcsin(

Calculer f'(x) pour tout x € R.

En déduire une expression simplifier de f(x) pour tout x € R.

4
Résoudre ’équation suivante : arccos(x) = 2arccos (E)

Démontrer les formules ci-dessous :

1. Vxe[-1,1], arccos(—x) = —arccos(x) + 7.

[\]

. Vx>0, arctan(x) + arctan(1/x) = 71/2.

1
. Vx € R, cos(arctan(x)) = .
V14 x2

Vx€R, sin(arctan(x)) = —
. Vx € R, sin(arctan(x)) = .
V14 x2

Démontrer la formule ci-dessous pour tout x € [0,1] :

arcsin(x) = arccos (\/ 1- xz) .

En déduire une formule analogue pour x € [-1,0].
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1. e« Négation : P et non(Q®).
e Contraposée : non(Q) = non(P).

2. (a) Oui car la fonction sinus est 27m-périodique.

(b) sin(a) #sin(b) = (Vk €Z,a#b +2kn).
(© (Elk €Z,a=b +2kn) et sin(a) # sin(b).

(d) sin(a)=sin(b) = (Elk €eZ,a=b+ 2k775). Cette réciproque est fausse.
En effet, en prenant a = n/4 et b = 71/4 on a bien :

sin(a) =sin(b) et VR € Z,a # b + 2kmn.

1. [3CeR, Vxel, f(x)=C] = «f est une fonction constante. »

2. Notons P l'assertion suivante :
P : [vxel, (f(x)=0=x=0)].
Alors,

P =«Si f s’annule, alors c’est nécessairement en 0 »
=[Vxel, (x#0= f(x)#0)]
=[Vx e I\{0}, f(x)#0]

= « f ne s’annule pas sur I \ {0} »

3. [Vxel, Vyel,
4. [VxeR, f(x+m)=/f(x)] = «La fonction f est m-périodique. »

(x<y= f(x)<f(»))] = «La fonction f est croissante. »

On définit les assertions suivantes :

e D :«dJedors.» e P : «Je parle.»
e T : «Je travaille. » e R : «Jeréve.»
Alors :

1. « Je travaille et je réve, mais je ne dors pas.» = (T et R et non(D)).
2. « Quand je travaille, je ne parle pas.» = (T = non(P)).
3. « Chaque fois que je travaille, je parle mais je ne dors pas. »

= (T = (P et non(D))).
4. « Sije travaille ou si je parle, alors je dors.» = ((T ou P) = D).
5. « Il suffit que je travaille pour que je réve. » = (T = R).

6. « Une condition nécessaire pour que je travaille et que je parle est que je
réve.» = ((T et P) = R).

7. « Je travaille et je parle si et seulement si je réve ou je dors. »
= ((T et P) < (R ouD)).

8. « Soit je travaille et je réve, soit si je dors alors je ne parle pas. »

A A
A1 = (T et R)

Ay =(D = non(P))
=[A1 et non(Ag)] ou [Ag et non(A4)]

= [(T et R) et non(D = non(P))] ou [(D = non(P)) et non(T et R)]

= «Soit Ay, soit Ag.» ol {

= [(T et R) et (D et P)] ou [(D = non(P)) et (non(7") ou non(R))].

On admet les affirmations suivantes : « Si je vais au cinéma, alors je porte
mes lunettes et je ne dors pas. Si je ne dors pas, alors je mange des pop corn. Je
ne mange pas de pop corn. » On introduit alors les notations qui suivent :

e C :« Jevais au cinéma. »

e L :« Je porte mes lunettes. »
e D :« dJedors.»

e P :« Je mange des pop corn. »
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On peut donc traduire les affirmations données sous forme symbolique :

e «Je ne mange pas de pop corn.» = non(P)

* «Si je ne dors pas, alors je mange des pop corn. »

= [non(D) = P|

= [non(P) = non(non(D))] par contraposée

= |non(P) = D]

e «Si je vais au cinéma, alors je porte mes lunettes et je ne dors pas. »

= [C = (Let non(D))]

non(L et non(D)) = non(C)] par contraposée

(non(L) ou non(non(D))) e non(C)]

(non(L) ou D) = non(C)]
Ainsi les trois assertions

e non(P)
e non(P) = D
e (non(L) ou D) = non(C)

sont vraies.
Lassertion non(P) et l'implication (non(P) = D) étant vraies, on en déduit

que l'assertion D est vraie. D’ou I'affirmation suivante : | « Je dors. » |

Puisque l'assertion D est vraie, alors I'assertion (non(L) ou D) l'est aussi. Lim-

plication [(non(L) ou D) = non(C)] étant vraie, on en déduit que I'assertion

«dJe ne vais au cinéma pas. »

non(C) I'est également. Autrement dit, affirmation

est vraie.

On consideére I'assertion

(P) : [VxeR, (x2>5=>x>\/5)].

Alors :
non(P) = [Fx€eR, (x2>5etx<\/5)].

Posons, par exemple, x = —3, alors x2 = 5 et x < v/5. Par conséquent, non(P) est
vraie. Autrement dit, 'assertion (P) est fausse.

1. « SiA,alorsB.» = [A = B].

2. « Pour que A, il faut que B.» = [A = B].

3. « Pour que A, il suffit que B.» = [B = A].

4. « A est une condition suffisante pour B.» = [A = B].

5. « A est une condition nécessaire pour B.» = [B = A].

6. « AdésqueB.» = [B = A].

7. « A est faux si B l'est.» = [non(B) = non(4)| = [A = B].

Soient x € R et n € N. Démontrons 'égalité : |x+n] = |x] +n.

Posons y = x + n. Il s’agit de démontrer que |y| = lx] + n. D’apres la ca-
ractérisation de la partie entiere, on sait que |y| est I'unique entier N € Z
vérifiant :

N<y<N+1.

Cherchons donc a encadrer y par deux entiers consécutifs. On sait (toujours
d’apres la caractérisation de la partie entiére) que :

lx] €x<|x]+1.
En ajoutant n a cet encadrement, on en déduit :
lx] +tn<x+n<|x]+1+n.

Autrement dit, en posant N = |x] + n, on obtient I’encadrement suivant, puisque
y=x+n:
N<y<N+1.

Or, |x] € Z et N = |x| +n. Donc N € Z. |y| étant 'unique entier N vérifiant
I’encadrement ci-dessus, on en déduit : |_yJ =N, i.e.

lx+n]=x]+n.

UTBM



MT1A - MT1D - A24 Solutions

* On remarque que : Or, il est facile de vérifier (en s’aidant du cercle trigonométrique on en utilisant
les formules de développement du sinus et du cosinus, voir la remarque a la fin

T (4-3)m _ 4n  3m _r_r de I'exercice pour une démonstration de ce résultat) que :
12 12 12 12 3 4°
Vx € R,sin (E - x) =cos(x) et cos (z —x) = sin(x)
Par conséquent, ’ P) 9 )
. (T . (T 4 Par conséquent
sin(22) =sin (% +(-2)) ,
12 3 4
= sin (%) cos (-7 ) +sin - cos 3 sin (32) = cos (%) = 202 qapres (x0)
= sin(g)cos(%) —sin(%)cos(g) ) COS(%) = sin(%) = ﬂ(\f_l) d’apres (%)
. V2(V3+1
VB VE VB 1 tan(3g) = 500 2T
2 2 2 2 27 cos(82)  va(v3-1)  VE-LT
_VE2(v3-1) ® *
4 Remarque : pour tout réel x € R,
De méme,
sin(g —x) = sin(g + (—x))
cos(l) =cos(z+(—z)) L (T . b4
12 3 4 = sm(E)cos(x)+sm(—x)cos(§)
b4 T e AN T

= COS (g) COS (—Z) - s1n(§) sin (_Z) =1x COS(DC) + sin(—x) x 0

— i i M ain(® = cos(x),

—cos(B)cos(4)+s1n(3)s1n(4)

1 V2 V3 V2 et

T Ty n n

) \/5(\/5+1) - cos(E—x) :cos(§+(—x))

N 4 ' = cos(E)cos(—x)—sin(z)sin(—x)
Ains 2 2

nsi, — ) — i (—
L Va(v3-1) 0 x cos(—x) — 1 x sin(—x)
tan(i) _ Sm(ﬁ) _ 1 _ \/5—1. = sin(x).
127 cos({%) Vi(\f“) V3+1

br _ (6= _ 61 _ = Soit x € [0, 7]. Pour tout n € N, on note P(n) la propriété :

, i 1ies . BT _ A _x_
* Remarquons également I'égalité : 35 = 255~ =35 -5 =5 —15- On en

déduit :
{sin(—g) s

cos (35) = cos (

|sin(nx)| < nsin(x).

o

Rlx Sl
N—

~—

(S
|
)]
=
=}
—
ERSIE]

Démontrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.

|
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o Initialisation. Puisque sin(0x) = sin(0) = 0 et 0 x sin(x) = 0, P(0) est vraie.

o Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Démontrons que
P(n +1) est vraie.

sin ((n + 1)x) = sin(nx + x) = sin(nx) cos(x) + sin(x) cos(nx).
Donc, d’apres I'inégalité triangulaire :
|sin ((n + 1)x)| <|sin(nx) cos(x)| + [sin(x) cos(nx)|.
Or,

|sin(nx)cos(x)| = |sin(nx)||cos(x)|
< |sin(nx)] ecar —1<cos(x)<1

<nsin(x) d’apres P(n).
D’autre part,

|sin(x) cos(nx)| = |sin(x)| |cos(nx)|

< |sin(x)] car —1<cos(nx)<1.
Or x € [0,7]. Donc sin(x) = 0. Par conséquent |sin(x)| = sin(x) et
|sin(x)cos(nx)| < sin(x).
Ainsi,
|sin ((n + 1)x)| < nsin(x) + sin(x) = (n + 1) sin(x).

La propriété P(n + 1) est donc vraie.

e Conclusion. P(0) est vraie et la propriété P est héréditaire, donc d’apres le
principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n € N. Autrement
dit,

VnelN, |sin(nx)| <nsin(x).

Soit n € N*.

2n
1. Simplifions Z Vak :
k=n

k
Yy Vat|= Y (v3)
k=n k=n
2n p n-1 k
=3 (va) - X (v3)
k=0 k=0
_1_(\/§)2n+1 1 (\/g)(n—l)+1
- 1-v3 1-V3
~ (\/§)2n+1_(\/§)n
V3-1
2n
2. Simplifions Zlk—nlz
k=0
|k—n|= lk—n| + |k —n|
k=0 k=0 k=n+1
=—(k-n) =k-n
car k—n<0 car k—n>0
n 2n
=Y (-k-=n) + ) (k-n)
k=0 k=n+1
n n 2n
:—Zk+2n+ Z (k—n)
k=0 k=0 k=n+1
2n
_ 2t D i Dxns Y (k-n)
2 k=n+1
n+1) 2n
=””2 + Y (k-n).
k=n+1
2n
Posons p =k —n dans la somme Z (k—n):
k=n+1

p=k-n p=k-n p=k-n
— —
n+l<k<2n l<sk-n<n l<spsn

UTBM



MT1A - MT1D - A24 Solutions

n 1
Alors 2 5. On suppose que n = 2. Simplifions l_[ 1-—.
i « n(n+1) b 12
Y (k-n)=) p= O =
k=n+1 p=1 n n
Done ey HLEE-D TT(G-De+D)
2n nn+1) nn+1) H(l__):H - _ k=2 _ k=2
|k —n| + =nn+1)| - k2 L R2 n n
k=2 k=2
n 1 N
3. Calculons H (1+ —). D’ou
k=1 k

n

ﬁ(k—l))(ﬁ(k+1)) ﬁ(k—l) (k+1)
k+1 I 1 (k: = =
[T*&+1) g(l_ﬁ)z 2 _ k=2 k=2 .

kli[l(l-i-g):klill ;; = ﬁk . k=2 (ﬁ

n
n 1 — — — .
Effectuons le changement de variable p = £ + 1 dans le produit H (B+1): Effectuons le changement de variable p =k -1 dans H (k-1):

k=1 k=2
p=Fk+1 — p=k+1 — p=k+1 {p=k—1 @{p:k_l @{p=k—1
1<ks<n 2<k+l<n+1 2<p<n+l. 2<ksn Isk-1s<n-1 l1sp<n-1
Alors On peut alors écrire :
ﬁ nli[l rﬁl n n—1 n—1
k+D=||p=1]% - -
k=1 p=2 k=2 H k=D=]]|p= H k.
k=2 p=1 k=1
Ainsi
nﬁl k (ﬁ k) x(n+1) De la mémenfagon, en effectuant le changement de variable ¢ = p +1 dans
n 1 = = . . '
I1 (1 + %) - k’—l2 _ \k=2 . . le produit kl:[2(k +1), on obtient :
k=1 l_[ k 1x (H k)
k=1 k=2 n n+l n+l
H(k+1)= Hq= Hk
- 2, N k=2 q=3 k=3
: j= n(n+ -|-1
4. Soit x € R. HxJ :le :x% caij:n(n )
Jj=1 j=1 2
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Ainsi,

n (2
Soit n € N*. On considére P,, = Z ( "
i=o\2k

o Développons (1+ 1)?* a I’aide de la fo

n-1 92
et S, = Z " )
imo\2k+1

rmule du binéme du Newton :

2n 2n
(1+ 1)2n — Z (2n)1p12n—p — Z

k=0 p=0

Or, (1+1)2" = 22" = 4" Ainsi,

2n 2n (2n 2n (2n
p p:O p p:O p
p pair p impair

n 2n (on 2n (on no(on) "=l 2n
- z( ) 5 (p)-go(zk)iéo(zkﬂ)-l’“sn- W

p =0 p p =0
p pair p impair

« Développons de méme (1-1)2" :

2n
1-1"=3 (2n)(—1)P12"—P

k=0\ P
2n 2
p=0\P
2n 2 2n 2
= ( ”)(—Dp _ ( ”)(—DP.
p=0 p p=0 p
p pair p impair

Or, (1-1)2" = 02" = (. Ainsi,

2n 9 2n 9
-5 £

p=0 p=0

p pair p impair

Lo(2n) Lo, Y[ 20 2k +1
= -1 + -1

=\ 2k - ,EO or+1)V

2n 1l 2n
1 -1
2k ] +,;)(2k+1)x( )

2n _"il 2n
2k | i=o\2k+1

=P,-8S,. (2)

1]
M=

B
1l
(=]

Il
M=

>
1l
[=]

e D’apres (1) et (2), P, et S, vérifient le systéme suivant :

P,+S,=4" (L1)
P,-S,=0. (Lo

Par conséquent :

2P, =4" (L1)+(L2)
S,=P,.

D’ou

UTBM



MT1A - MT1D - A24
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1. Soit n € N. Alors :

1 1 1 1 1 1

Qn+l =Up+2— Qun+1 =Unp+1— Zun - §un+1 = Eun+l - Zun = §an-

Donc, la suite (a,),, est géométrique de raison 1/2 et de premier terme
ao = 3/2. On en déduit que :

(1" 33
VneN, a,= 5 X§_2n+1'

2. Pour tout n €N, on a :

1 3 1 b
bpi1= 2n’+1un+1 =gntl (an + EUn) =gntl (W + 2 X 2—2) =3+bn.

Ainsi, la suite (b,,) est arithmétique de premier terme by = —1 et de raison
3. On en déduit que :

VneN, b,=-1+3n.

3. D’apres les questions précédentes,

-1+3n
VneN, u,= .
2n
1. Notons pour tout n e N :
P(n) : uy >0.

Démontrons que 22(n) est vraie pour tout entier n par récurrence.
e Initialisation. Il est clair que Z2(0) est vraie car ug=1/3> 0.
o Hérédité. Soit n € N. On suppose que F(n) est vraie. Alors :

Unp
1+3u,

> 0.

Upn+1 =

Donc, &2(n + 1) est vraie.
e Conclusion. La propriété 22(n) est vraie pour tout n € N.

Ainsi,
VneN, u,>0.

2. (a) Soit n € N. Alors :

1 1+3u 1 u
Un+l = :—n=—+3x—n:vn+3.
Un+1 Unp Un Unp

On en déduit que la suite (v,), est arithmétique de premier terme
vo = 3 et de raison 3. Ainsi :

vneN, v,=3+3n.

(b) D’apres ce qui précede :

1
VneN, u,=—-= .
v, 3+3n
1. Démontrons que les suites sont adjacentes.
e Monotonie de (u,), :
n+l 1 no1
VneN, un+1—un:ZE—ZE
k=0""  k=0""
*o1 1 LA |
k! (m+D!) k!
1
~(n+D)!
=0.

Ainsi, la suite (u,), est croissante.
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e Monotonie de (v,), : e Monotonie de (u,),
1 1 —u., = -
VneN, vi1—-Up=Upt1+————— —Up— VReN, uUpi1—Un=S2242—S2n
(n+1)x(n+1)! nxn! 2n+2 (_1)k+1 on (_1)k+1
-1 ! ! "Ly A TH
T (n+1)! (m+Dx(r+1)! nxn! k k=1
n(n+1) n (n+1)(n+1) ~ n (—1)ktl

- n+Dn(n+1) (r+Dn(n+1) B (n+Dln(n+1)
B n2+n+n-n2-2n-1
T (m+Dln(n+1)
-1
T (n+Dn(n+1)

<0.

Ainsi, la suite (v,),, est décroissante.
e Limite de la différence :

1
— 0.

nxn! n—oo

Up —Unp=—

Ainsi, les deux suites sont bien adjacentes et convergent vers une limite
commune ¢ € R.

2. On sait que :
VneN, u,</?l<vu,.

Ainsi, on obtient un encadrement de ¢ 4 1075 pres dés que v, —u, <1075,
ce qui est le cas a partir de n = 7. Finalement :

leluq,v7] =[2,71827;2.71828].

1. Notons pour tout n e N :
{un =S2n
Un =82n+1

et démontrons que ces suites sont adjacentes.

=1
Zzn (_1)k+1 2n2-i‘—‘2 (_1)k+l
+
k=1 k k=2n+1 k k=1 k
(_1)2n+1+1 (_1)2n+2+1

+
2n+1 2n+2
1 1

T+l 2n+2
1

T @n+1)2n+2)

=0.

On en déduit que (u,), est croissante.
¢ On démontre de la méme maniére que :
-1

VneN = ———— <0
REN Ul T = o @ +8)

et donc que (v,,), est décroissante.

e Enfin,
2n (_1)k+1 2n+1 (_1)k+1 (_1)2n+1+1 1
VneN, un—vn=k§:1 z —kg‘l P wer :_2n+1n:;oo_

On a donc bien démontré que les deux suites sont adjacentes : d’apres le
cours elles convergent vers la méme limite ¢.

2. D’apres le cours, si les deux suites extraites (s2,), et (san+1), convergent
vers la méme limite ¢, alors la suite (s;),, converge vers ¢.

On a
3n
1 un=(§) — 400
2n 2 2
2 — == —
“nTen T3 3
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A

el™” — 0 (par composition de limites)

Up ~ -n?2— —c0
u, ~n — +oo (par croissances comparées)

On remarque que, pour tout n € N :
u,=n->5,

donc, d’apres le théoréeme de comparaison, u, — oo.

On remarque que, pour tout n e N :

1 1

———<up,<——
n+1l "Thn+1

donc, d’apres le théoréeme des gendarmes, u,, — 0.

On multiplie et on divise par la forme conjuguée correspondante pour
lever 'indétermination :

(Vn+1-yn)(Vr+1+/n)

B B n+l-—n 1

u = = —0
" vn+1l+vn vh+l+yn Vn+l+yn

e Par définition,

2n? -
2n% —n~2n?2 < lim " n=1.
n—+oo 92n2
Or:
2n2-n B 2n2 n 1
2n2  2n2 2n2  2nn—+oo

1
car lim — =0. D’ou
n—+oo2n

2n% —n ~2n2.

« Démontrons que exp(2n)+n® + n! ~ n!. Il s’agit de vérifier que :

exp(2n) +n3 + n!

— 1.
n! n—+oo
Or,
n
exp@n)+nd+n!  (e%)" 1nd
= +—+1.
n! n! n!

D’apres le théoreme des croissances comparées,

On a donc bien

. exp(2n)+ n3+n!
lim =1,

n—-+o0o n!

Autrement dit,
exp(2n) + n+nl~nl

e Par définition,

. 2n2
2n? ~n? < lim —2=1.
n—+oo n
Or,
2n?
_— = D —— 2
n2 n—+oo
et donc 5
2n
lim — ;é 1
n—+oo n
Par conséquent,
2n? # n?
1. Pour tout n e N,
Uptl— Uy = —ui <0.

On en déduit que (u,), N est décroissante.
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2. Démontrons par récurrence sur n € N que :
VneN, O<su,<l1.

e Initialisation. On abien 0 < ug <1 car ug= %
o Hérédité. Soit n € N. Supposons que :

O<u,<l.

Osu,<l = -0z-u,=-1
= 0<1l-u,<1
= 0<u,(1-up)<u, caru, =0

= 0<un+1Sl.

On en déduit que :
0 < Unp+1 < 1.

e Conclusion. La propriété 0 < u, < 1 étant initialisée pour n =0 et
héréditaire, elle est vraie pour tout entier n € N. Ainsi,

VneN, O<u,<]l.

3. La suite (u,), est décroissante et minorée. Elle est donc convergente.

Notons sa limite ¢. Par définition de (u,), on a :
_ 2

VneN, upy1=u,—uj,.

Par passage a la limite dans cette égalité, on en déduit que ¢ vérifie :

0=0-1%

soit apres calculs ¢ =0.

1. Démontrons que (uy,),en st croissante. Pour tout entier n, on a :

Upt1—Up=V1+u,—up
(\/m_ un) (M"' un)
VItun+un

_ (I+uy)- u,?

 VIFun +u,

_ —un2 +u,+1
S VItuntun
e Commencons par remarquer que le dénominateur est de signe stric-

tement positif. En effet, ug = 0 et pour tout n € N, u,,1 = 0 car une
racine carrée est toujours positive. Ainsi,

()

VneN, u,=0.
Soit n e N.
Up=20 = l+u,=1 = /1+u,>vV1=1,
car la fonction racine carrée est croissante. On en déduit finalement :

Vitu,+u,=z1+0>0.

o Il reste & déterminer le signe du numérateur —u,2 + u, + 1. Détermi-
nons pour cela le signe du polynéme P(x) = —x2 + x + 1. Son discrimi-
nant est A = 12-4x(-1) x 1 = 5. Ce polynéme admet donc deux racines

qui sont : x1 = gizr_‘ﬁ = I_T‘@ et xo = Ei(__\f)) = 1+2‘f5. Ainsi, pour tout
x€ [%5, %5] , P(x) 2 0. En particulier, puisque %5 <0,ona :
1+V5
Vxe O,T‘/— , P(x)>0.

Pour démontrer que (u,),, est croissante, il reste & démontrer que pour

tout n €N, on a: P(u,) = 0. Ainsi, il suffit de démontrer que pour
tout n € N, u, € 0,15/
est a termes positifs. Démontrons par récurrence sur n que (u,), est

majorée par HT‘E’

. On a déja démontré ci-dessus que (uy),
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* Initialisation. ug = 1 donc on a bien ug < %5 et donc
2 _
* Hérédité. Soit n € N. Supposons que u, < %5 Puisque la fonction =1+l
racine carrée est croissante, on en déduit : Autrement dit,
75 75 P)=0.
1+v5 3+v5

Un+1=V1t+up< \/1 + 5 - \/ 5 D’apres la question précédente, les racines de P sont x1 = %5 et xg =

Or, on peut vérifier facilement que 1/ %5 = %5 En effet, en
étudiant la différence entre ces deux nombres on trouve :

HT‘@. Par conséquent, ¢ = %g ou/l= 1+Tﬁ Or,

1+v5

VneN,
2

O<su,<

2
1+v5 _ /3+V5 || 1+VB /3+v5 1+v5 2_ /3+v5
1+v5 3+vV5 ( 2 2 )( 2 TV 2 ) ( 2 ) ( 2 ) Par conséquent, 0 < ¢ < %5 Finalement, on en déduit que :
5

2 2

1+\/5+ /3+V5
2 2

1+2v5+5 _ 3+v5 3+v5 _ 3+V5h
_ 4 2 ___ 2 2 _o
1+v5 3+v5 1+v5 3+v5
2+ 2 2 T 2

1+v5

Un+l S .

2

Ainsi,

*x D’apres le principe de récurrence,

1+v5

VneN, u,s< 9

Par conséquent, pour tout n €N, u, € [0, 1+2‘/5

],etdonc —upltu,+1=

P(u,)=0. D’aprés (x), on en déduit que :
VrneN, upi1—u,=0.

2. La suite (u,,),, est croissante et majorée. Elle est donc convergente. Notons
sa limite ¢. Par définition de (u,), on a:

Upnt1=V1+u,.

Par passage a la limite dans cette égalité, on en déduit que ¢ vérifie :

VnelN,

=v1+¢,

V5

1
o185
2

Soit (z,), une suite géométrique telle que :

n
up=90 et lim
n—>+ook:0

up = 150.

Déterminons la raison g de (u,),,. Par définition d’'une suite géométrique on sait
que : ¢ € R\ {1}. De plus, pour tout entier naturel %, uj, = uog®. Donc :

n n B n L 1-— qn+1
5 = 3 (uodt) =0 3 o ==L
k=0 k=0 k=0 -q
n
Par hypotheése, lim Z up, =150. Donc
n—>+ook:0
n+l1
lim ug =150.
n—+oo 1- q
Or, ug =90. On en déduit :
1— n+1
lim 90—2 — =150,
n—+oo —
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i.e.
150 5
lim (1-¢""")=—2>(1-g)=31-q)

n—-+oo 90

Par conséquent,
5
lim q"+1:1—§(1—q). (%)

n—+oo

D’autre part, on sait que :

e si g <-1,alors ¢" n’a pas de limite lorsque n tend vers +oo, donc g**!

n’a pas de limite ;
e sig>1,alors lim ¢" =+ocoetdonc lim ¢"*!=+oo.
n—+oo n—-+oo

Puisque, d’apres (%), g"*1

-1<qg<1.
Ainsi, lim ¢" =0 et done
n—+oo
lim ¢"*1=0. (x%)
n—+oo

En utilisant (x) et (xx) et par unicité de la limite, on obtient :

1 5(1 )=0
g P=
Or,

5 5
1-—-(1-¢)=0 = -(1-¢9)=1
3( Q) 3( Q)

3
— 1-g=-
=5
<~ qg=1 3—2
=755

On en déduit donc que la raison de la suite (u,), est|q =

(S0 \V]

On considere la suite (u,),cn définie par :

-l<up<0,
Up—2
up+4

VnEI\J, Un+1 =

admet une limite finie, alors on a nécessairement :

1.

(a) Démontrons par récurrence que pour tout neN, -1<u, <0.
lére méthode :
o Initialisation : Par hypothese —1 <ug <0.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que —1 < u, < 0. Démontrons
que —1 <up4+1 <0. D’une part,

-1<u, <0 = -3<u,-2<-2=2<2-u,<3
D’autre part,

-1<u,<0=3<u,+4<4
1 1

1 1
< — car la fonction x — — est strictement
4 u,+4 3 x
décroissante sur ]0, +oo[

Par conséquent,

0<2<2-u,<3

[T<wm<0]—={ 11 1
0<-<——«<

4 u,+4 3
— 2 1<(2 ) <3x L
X — - X X —
4 Un) X 4 3
1 2-
- Un 4
2 u,+4

= —1<un+1<—§

’z —1<un+1<0‘.

La propriété —1 < u, <0 est donc héréditaire.
e Conclusion : par principe de récurrence, on en déduit

’Vnel\l, —1<un<0‘.

2éme méthode : étude de la fonction f : x— =2,

La fonction f : [-1,0] — R définie par:

x—2
Vxe[-1,0], f(x)= e
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est dérivable sur [—1,0] comme quotient de fonctions polynomiales,
et:
Ix(x+4)-(x-2)x1 6

— ! = -
Vxe[-1,0], f(x) (x +4)2 (x+4)%

On remarque que :

Vxe[-1,0], f'(x)>0.

Par conséquent la fonction f est strictement croissante sur [—1,0].

Donc,

Vx €]-1,0[, f(-1) < f(x) < f(0).
Or par définition de f : f(-1) = %3 =—let f(0)= _72 = —% <0.0Onen
déduit :

Vxe]l-1,0[, -1<f(x)<0. ()

Démontrons alors par récurrence que pour tout entier naturel n,
-1l<u,<0.
o Initialisation : Par hypothese —1 <ug <0.
o Hérédité : Soit n € N. Supposons que —1 < u, < 0. Démontrons
que —1 < uy41 <0. Par définition de la suite (u,),en,

Un+1=f(up).

Or, par hypothése de récurrence, u, €]—1,0[. D’aprés (%), on en
déduit -1 < f(u,)<0,i.e. -1 <up+1 <0. La propriété —1<u, <0
est donc héréditaire.

e Conclusion : par principe de récurrence, on en déduit

]VneN, —1<un<0\.

(b) Etudions la monotonie de la suite (&,),en-

Soit n € N.
Up—2

Up+l —Up = un+4_un
_up—2-up(u,+4)
a u,+4
_ —un2—3un—2
B u,+4
_ Un?+3u, +2
T u,+4

En calculant le discriminant du polynéme x2 + 3x + 2, il est facile de
vérifier que ce polyndome se factorise

22 +3x+2=(x+2)(x+1).

Dressons alors le tableau de signes du polynéme x2 + 3x + 2 :

X -2 -1
x+2 - 0 + +
x+1 - - 0 +

xZ+3x+2 + 0 -

On remarque que :
Vxe]-1,0[, 2 +8x+2>0.

D’apres la question 1, u, €]—1,0[. On en déduit : u,2+3u, +2>0.
D’autre part, u, +4>-1+4> 0. Ainsi,
2
up“+3u,+2
_>
un,+4
i.e.
Up+1—Up <O0.

Par conséquent,
VneN, upt1 Sun.

Cela signifie que la suite | (1), est décroissante |.

. D’apres la question 1(b), la suite (uy),cn est décroissante. D’apres la
question 1(a), elle est minorée (par —1). On en déduit, grace au théoréme
de convergence monotone, que la suite (u,),cn converge. Notons ¢ sa
limite. On sait (voir question 1(a)) que :

VneN, -1<u,<0.

Puisque (u,),cn converge, on peut passer a la limite lorsque n — +oo dans
cet encadrement. On obtient alors :

-1</¢<0.
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De plus,

oo T R up+4 C+4

D’autre part,

lim upe1= lim w,="¢.
n—-+oo n—+oo

Par unicité de la limite de u, 1, on obtient :

-2
R
/+4
Or,
-2
— =l = ((-2=((+4)
l+

— (21+30+2=0
— (/+2)(/+1) d’apres la question 1(b)
— /¢(=-2o0uflf=-1

<~ ¢{=-1 car -1</¢<0.

Par conséquent,

lim w,=-1|
n—+oo

1. Soit (a)ren une suite de nombres réels positifs décroissante telle que :

lim a, =0.
n—-+oo

On considere la suite (S;),en de terme général donné par

n
VneN, S,=Y (-Dtay.
k=0

On pose, pour tout n € N,

Up=S2n,
Un =8S2n+1.

(a) Les deux suites (u,), et (v,), sont adjacentes, si I'une est croissante,
Pautre est décroissante et la différence des deux tend vers 0.

e Soit neN.
Up+1—Un = S2(n+1) -Sop
=Son+2—Son
2n+2 5 2n A
= Z (-D*ap - Z(—l) ar
k=0 k=0
2n+2
= Y (-Da
k=2n+1
=—Q2p+1 +A2p+2-
Or

A2n+2 S A2n+1,

car la suite (a,) est décroissante. Donc, ©,.1 —u, <0. Ainsi,
VneN, upt1 <up,

Par conséquent, la suite (u,),, est décroissante.
e De la méme maniére, pour tout entier naturel n, on a :

Un+1—Un =S2(n+1)+1 —S2n+1

=S2n+3—S2n+1
2n+3 2n+1

=Y (-Dfap- Y (-Da,
k=0 k=0

2n+3

= Y (-Dlay

k=2n+2
_ 2 3
=(-1’agn+2+(=1)agn+3
=Qa2p+2 —A2n+3

=0 car (ay), est décroissante.

Donc
VreN, v, <v,41

ce qui signifie que (v,),, est croissante.
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¢ Pour tout entier naturel n,

Un—Un=>S2n+1—S2x
2n+1 2n

= Y (-Dfap- Y (-DFay
k=0 k=0

2n+1
=(-1) n aon+1

= —Qa2p+1-

Or, la suite (ay), converge vers 0 et (a2,+1), st une suite extraite
de (a,),. Donc lim ag,+1 =0. Par conséquent,
n—oo

Iim (v, —u,)=0|
n—oo

On en déduit que |les suites (u,), et (v,), sont adjacentes |

(b) Comme (u,) et (v,), sont adjacentes, elles convergent et admettent
la méme limite ¢ € R en +o0o. Autrement dit, la sous-suite (Sq,), des
termes d’indices pairs de (S,),, et la sous-suite (Sg,+1),, des termes
d’indices impairs de (S,),, ont la méme limite ¢. D’apres le cours, on
peut en conclure que (S,), converge vers £.

2. Soit (b,), la suite définie par :

1
bo=—=,
0= 79

VneN, b,y1=sin(b,)+ b,]+1.
(a) Notons, pour tout n entier naturel,
P(n):-1<b,<0.

Démontrons, par récurrence, que P(n) est vraie pour tout n € N.
e Initialisation. Comme by = —1/2, P(0) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, i.e.

-1<b,<0.
Alors, |b,] =—1. Ainsi :

bn+1 =sin(b,) + |b,] +1=sin(by,).

D’autre part, d’apres I’énoncé :
Vxe[-1,0[, sin(x)>x.
Donc, puisque -1<b, <0,ona:
sin(b,) > b, = -1.

Ainsi,
bn+]_ = _1.

De plus, b, € [-1,0[. Donc b, € |-%,0[. Or,

Vx e [—g,O[ , sin(x)<0.

Ainsi,
sin(b,) <0,
i.e.
bn+1 < 0.
Par conséquent,
_1 < bn+]_ < 0,

et P(n+1) est vraie.
e Conclusion. P(0) étant vraie et P étant héréditaire, on déduit
du principe de récurrence que P(n) est vraie pour tout n e N :

’Vnel\l, —1<bn<0‘.

(b) Soit n € N. D’apres la question précédente, b, € [-1,0[. Par consé-
quent, |b,] = —1. Ainsi,

] VneN, byiq=sin(by) \.

(c) Soit n €N, alors
bni1—b, =sin(b,)—b,.
D’apres I'indication donnée dans 1’énoncé, sin(b,)— b, > 0 puisque
b, €[-1,0[. Ainsi,
Vne N, bn+1 _bn > 0.

La suite (b,,), est donc (strictement) croissante |.
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(d) D’apres le théoréeme de convergence monotone, (b,),, étant croissante
et majorée (par 0), elle converge. Notons ¢ sa limite. Alors

lim &,.1="¢.
n—+oo
D’autre part, d’apres la relation trouvée a la question 2(b) :
VneN, b,,1=sin(b,).
Or, par continuité de la fonction sinus,
lim sin(b,) = sin(¢).
n—-+oo
D’ou,
lim b&,.1 =sin(¥).
n—+oo
Par unicité de la limite, on en déduit :

sin(¢)=¢.

Or, d’apres I'indication de ’énoncé, cette équation n’a pas de solution
sur [-1,0[ car
Vxe[-1,0[, sin(x) > x.

De plus, d’apres la question 2(a), on sait que la limite de (b,,),, est un
élément de [—1,0] car

VneN,-1<b,<0.

Par conséquent, ¢ = 0. Ainsi,

lim 5,=0|

n—+oo

(e) Posons :
VneN, a,=-b,.

Alors, d’apres les questions 2(a) et 2(c), (a ), est une suite de nombres

positifs qui est décroissante et qui vérifie lirP a, = 0. D’apres la
n——+oo

question 1, on en déduit que la suite (S,),, définie par :

n
S, = Z (—1)kak
k=0

converge. Or :

Sp=Y (Db = Y (-1 by,
k=0 k=0

n
Donc | la suite de terme général Z (-1 1y, converge |.
k=0

1. On considére I'application f :N — N définie par :

vneN, f(n)=2n.

Par définition, f est bijective si et seulement si tout élément de N admet
un unique antécédent par f.

On remarque pour tout n € N, f(n) est un entier pair. Par conséquent, si
on consideére un élément y de N qui est impair alors :

vneN, f(n)#y.

Ainsi, les éléments de N qui sont des entiers impairs n’ont pas d’antécédent
par f. En en déduit que | f n’est pas bijective ‘

. Soit g :N — N I'application définie par :

n
— sin est pair,
Vne N, g(n) = 2
n  sinon.

Puisque 1 est un entier impair, alors g(1) = 1. Et, puisque 2 est un en-
tier pair, alors on a : g(2) = % = 1. Par conséquent ’élément 1 de N
admet au moins deux antécédents par g : 1 et 2. On en déduit que
’ g n’est pas bijective ‘

. Soit n € N. Calculons (go f)(n).

Par définition de go f, on sait que : (gof)(n) = g(f(n)).

Or, f(n)=2n. Donc f(n) est pair. Par définition de g, on en déduit que :
f(n) 2n

= = — == n

g(f(n) = S "9
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4.

e D’apres la question précédente :

VneN, (gof)(n)=n.

Donc : gof =idy.

Démontrons, en raisonnant par I'absurde, que f o g # idy.

Si on avait f og =idy, alors puisqu’'on a gof =idy, on en déduirait que
f est bijective et que f~1 = g (voir le théoréme 5.66 du cours).

Or, on sait d’apres la question 1 que f n’est pas bijective. Par consé-
quent, I'assertion f o g =idy est fausse. Autrement dit,

Fes7id]

(fog)(n)=f(gn)).

Soit n € N. Alors :

Or,
n . .
— sl n est pair,
g(n) =12
n sinon.
Ainsi,
n
fl=] sin estpair
(fog)n)= (2) .
f(n) sin estimpair.

Or, pour tout p €N, f(p) =2p. Par conséquent,

2 x d si n est pair
(fog)m)|= 2

2xn sin estimpair

{n si n est pair

2n sin est impair.

e Soit f : R? — R2

(x,y) — @Qx—-y,x+y).

Par définition, f est bijective si et seulement si :
V(a,b) e R?, A(x,y) € R?, (a,b) = f(x,y).
Soit (a, b) € R?. Résolvons I'équation (a,b) = f(x, y) d’inconnue (x,y) € R?.
(a,b)=f(x,y) < (a,b)=2x—y,x+y)

2x—-y=a Ly
—
x+y=b L2

x+y=>b
—
2x—y=a

x+y=>b
<
—3y=a—2b LQHL2*2L1

2b—-a a+b
x=b- =
3 3

- _2b—a
Y=
a+b 2b—a)

37 3 '

Li< Loy

<:>(x,y):(

On remarque que, pour tout (a,b) € R%, ’équation (a,b) = f(x, y) admet
une unique solution (x, y) € R? donnée par :

a+b 2b- a)

37 3 )

(x,y) = (

Donc tout élément (a,b) de R? admet un unique antécédent par f qui
est:

(a +b 2b- a)
37 3 )
Par conséquent, | f est bijective | et sa bijection réciproque est ’applica-
tion :
7 R - RZ
+b 2b-
(@,b) — [—2, a).
3 3
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o Llapplication suivante est bijective

g : C — C
z — V2zZ+iz.

si et seulement si :
VEeC, AlzeC, &{=g(2).

Soit ¢ € C. Résolvons 'équation ¢ = g(z) d’inconnue z € C. Ecrivons et
z sous forme algébrique : {=a+ibetz=x+1iy aveca, b, x et y des

nombres réels.

E=glz) = ¢=V2ZzZ+iz
= a+ib=vV2(x+iy)+ilx+iy)
= a+ib=V2x—iy)+ilx+iy)
= a+ib=V2x—-iy)+ix—y
= a+ib:(\/§x—y)+i(x—\/§y)

— V2x—y=a par identification des parties réelles
x—vV2y=b et imaginaires
- y=V2x—-a
x—V2y=5
y=V2x—a
—
x-vV2(V2x—a)=b
y=V2x—a
—
x—2x+v2a=b
y=V2x—a
—
x=v2a-b
y=\/§(\/§a—b)—a=a—\/§b
—
x=v2a-b

— x+iy:(\/§a—b)+i(a—\/§b)

= z=(vV2a-b)+i(a-v20)

— z=V2(a—-ib)+ia—b=V2(a—ib)+i(a+ib)
— z=V2&+ié.

On en déduit que I'équation ¢ = g(z) admet une unique solution z € C
donnée par z = V2 & + ié. Par conséquent, tout élément ¢ de C admet un
unique antécédent par g qui est : V2 &+ ié. Ainsi, | g est bijective ‘ et sa
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bijection réciproque est ’'application définie par :

gt :Cc - ¢
¢ = V2EHiL

Notons que pour tout (€ C,on a :

g L& =V2i+ii=g().

gl=g|

On considere I'application ¢ ci-dessous,

Par conséquent,

o : PN) —
X L d

P(N)
{1;2;3tuX -~

On remarque, par exemple, que :

e({1h) =1{1;2;3tu{1} ={1;2;3}
p{2h) =1{1;2;3}u {2} ={1;2;3}.

Ainsi, {1} et {2} sont deux antécédents (distincts) de {1;2;3}. Par consé-
quent, {1;2;3} est un élément de 22(N) qui admet au moins deux antécé-
dents par ¢. Donc ¢ n’est pas bijective.

Remarque :

— On peut également construire d’autres éléments de 22(N) qui ad-
mettent au moins deux antécédents par ¢.

— Par ailleurs, il existe également des éléments de Z22(N) qui n’ad-
mettent aucun antécédent par ¢. En effet, pour tout X € 22(N), on a :
{1;2;3} = {1;2;3}uX. Donc pour tout X € Z2(N), on a : {1;2;3} c ¢p(X).
On en déduit, par exemple, que pour tout X € Z(N), @ # @(X) car
I’ensemble {1;2;3} n’est pas inclus dans I'’ensemble @. Par conséquent
Iélément @ de 22(N) n’admet pas d’antécédent par ¢ . Ce qui permet
d’affirmer que ¢ n’est pas bijective.

Soit f: N — N
n+1 sin estpair
n —_—
n—1 sin estimpair.

Considérons un entier n € N quelconque et calculons (f o f)(n). Par définition de
la composée de deux fonctions, on a :

(fof)n)=f(f(n).

e Supposons que n est pair. Alors :
— f(m)=n+1donc (fof)n)=[f(n+1),
— n+1estimpair donc f(n+1)=(n+1)—1=n.
Ainsi, (fof)(n) =n.
e Supposons maintenant que n est impair. Alors :
— f(n)=n—-1donc (fof)n)=[f(n-1),
— n—1lestpairdonc f(n—-1)=(n—-1)+1=n.
Ainsi, (fof)(n) =n.
On a donc, que n soit pair ou impair : (f o f)(n) = n.
Dou :

(VneN, (fofXm)=n|

On en déduit que f o f =idy. Or d’apres le cours, si il existe une application
g :N — N telle que fog =idy et gof =1idp, alors f est bijective et f~1 = g.

F=r)

Puisque fof =1idy, on déduit de ce résultat que ’ f est bijective ‘ et que

.. 2
1. Pour tout x au voisinage de +oo, on a : e* —x% +1=¢* (1 - elx) .
Or,
e lim e*=+ocoetdonc lim — =0,
x—+o00 x—+o0 ¥
x2
. liIP — =0, d’aprés le théoréme des croissances comparées.
x—+00 @
. . x? . x 1
Par conséquent, lim (1-——-—|=1et lim &' |1-——-—]|=+00
X —+00 er ¥ X—+00 er ¥

Donc| lim (e —x?+ 1) =+o0|.

x—+00
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2. Pour tout x au voisinage de +oo :

o (1+%)(1+§)_1):x(m—1)( R

x x (1+3)(1+2)+1

1
Or, lim — =0. Donc, d’apres les opérations sur les limites de fonctions,

xX—+00 x

lim x (1+g)(1+—)—1 = 5+0 5
x—+00 x x CVaA+0)d+0)+1] 2]

3. Pour tout x au voisinage de 0 tel que x #0, on a :

sin(2x) 9 sin(2x)
sin(2x) ox ¥ 2% 2
= = X —,
sin(5x) sin(5x) sin(bx) 5
X 5x
5x 5x

De plus, lim (2x) = 0 et lim (5x) = 0.
x—0 x—0

Or, d’apres les équivalents usuels en 0, on sait que :

sin(y) ~o y

i.e. .
. sin(y)
lim =
y=0 y
On en déduit, par composition de limites,

1.

sin(2x) . sin(5x)
im =1.
x—0 2x x—0 5x

3 sin(2x) 1 2 2
Par conséquent, | lim — = .
x—0sin(bx) | 1 5| 5

4. Soit x au voisinage de 1 tel que x # 1. Soit n € N*.
D’apres la factorisation de a” —b" par a — b pour a et b deux nombres

n-1
réels ou le développement de la somme Z qk pour g # 1, on sait que :
k=0
-1 n—1
=) F=1+x+a2+a3+ 2L
-1 45
X1 n—1 n-1
D'ou | lim =Y 1*= Y 1[=n]
=la=1 | 35 k=0

Itz -(1+3)

.1 . 0
5 , forme indéterminée du type “ 5 ”.

1. Calculons lim
x—0 X

Soit x au voisinage de 0 tel que x # 0.

Vitx-(1+%) Vi+x-(1+%) Vi+x+(1+

x2 x2 VIitx+(1+

_(VIrE) - (1+3)°

2 (Vi+x+(1+%))

(1+2)-(1+a+ %)
?(Vitx+(1+%))

1 1 1

= — —_

4(Vitxt(143) =0 4d+D) 8

~— | —r

[\

DoIR

|>€

INEN N
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 Vitx—(1+%) 1
Par conséquent, | lim ———————=——|
x—0 x2 8

2. Posons alors, pour tout x € [-1,1]1\ {0} :
Vitx—(1+3%) 1

_ + —_ A
é(x) x2 8

de sorte que

lime(x)=01|
x—0

Prolongeons la fonction € par continuité en 0 en posant : £(0) = 1irr(1) e(x)
x—)

i.e. €(0) = 0. Par définition de la fonction € on a, pour tout x € [-1,1]1\ {0} :

Vitr-(1+3) 1 Vitz-(1+%) 1

f)y=—F+ Lt - > ——————— = =t
) x2 8 x2 8 )
2
x x
— V1+x —(1+—) =+ axe(x
3 3 (x)
x  x2 9
= Vl1+x =1+§—§+x e(x).
Notons que cette derniere formule est encore vraie pour x = 0. Par consé-
quent,
2

Vxe[-1,1], V1+x= 1+g—%+x2£(x).

1. Considérons la fonction g définie sur R* par :

3 _
o) = 1+x) 1.

Par définition, g est prolongeable par continuité en O si et seulement si g
admet une limite finie en 0. Or, pour tout x au voisinage de 0 tel que x # 0,
on peut écrire, d’apres la formule du binéme et le triangle de Pascal :

((§)1°x3‘0+(f)11x3‘1+@)12x3‘2+(§)13x3‘3)—1

gx) =

1+8x2+8x+1)-1 3x2+3
| )71 _3x%43r s
X X

Par conséquent,

lim g(x) | = lim (3x + 3)[=3].
x— x—

La fonction g admet une limite finie en 0.
Ainsi, | g est prolongeable par continuité en 0

, en posant g(0) = 3.

. Etudions si la fonction A définie sur R* par

h(x) = sin(x) sin (1)
x

est prolongeable par continuité en 0.
Soit x € R*. On sait que —1 <sin(2) <1, i.e. |sin(2)| < 1. Par conséquent,

x
(3
sin | —
x

VxeR*, 0<|h(x)|<|sin(x).

[A(x)] = |sin(x)|

< |sin(x)|.

Ainsi,

Or, on sait par continuité de la fonction x — |sin(x)| que :
lin(l) |sin(x)| = |sin(0)| = 0.
e

On déduit donc du théoréeme des gendarmes que :

lin(1) h(x)=0|

La fonction A admet donc une limite finie en 0 (qui vaut 0).
Autrement dit, | 1a fonction A est prolongeable par continuité en 0|, en po-
sant h(0) = 0.

. Considérons la fonction ¢ définie sur R* par :

_ Isin()|

p(x)

D’apres le cours, ¢ est prolongeable par continuité en 0 si et seulement
si ¢ admet une limite finie en 0. Rappelons que d’apres les équivalents

usuels en 0 : )
sin(x) _q

sin(x) ~o x ie. lim
x—0 X

Soit x un nombre réel non nul
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sin(x)

e Si0<x< %, alors sin(x) > 0, donc ¢(x) = — 1. Cest-a-dire :
x—>

lim ¢(x)=1.

x—0*

—sin(x)

— —1. Autre-

¢ Si —3 <x <0, alors sin(x) <0 et donc : ¢(x) = .
xX—

ment dit,
lim ¢(x) = -1.
x—0~

¢ admet donc une limite a droite en 0 et une limite a gauche en 0. Mais,
puisque lir{)l @(x) # lin(r)l ¢(x), la fonction ¢ nadmet pas de limite en 0. Par
x—0* x—0~

conséquent, | ¢ n’est pas prolongeable par continuité en O |

4. Soit f la fonction définie sur R* par :

1
f(x)=sin (—) .
X
Etudions si f est prolongeable par continuité en 0, autrement dit, si
admet une limite finie en 0.
Considérons les suites (©,),en+ €t (Wy),en+ définie par :

1
VneN*, u,=— et w,=

Alors les suites (u,), et (w,), convergent vers 0 et vérifient, pour tout
neN*:

f(un)=sin (ui) =sin(2nmr) =sin(0) =0
NEAT T (m
f (wy) =sin (w—n) = sin (Znn + 5) = SIH(E) =1.

Par conséquent,
lim f(u,)=0 et lim f(w,)=1.
n—-+oo n—+oo
On remarque que : lim f(u,)# lim f(w,).
n—+oo n—+oo

On en déduit, d’apres le théoréme de caractérisation séquentielle de la
limite, que la fonction f n’admet pas de limite en 0.
Ainsi, ’ f n’est pas prolongeable par continuité en O |.

w

. Soit f la fonction définie par f(x) =

On considere la fonction

g : 1-1,+o0f — R
x — 10In(1 +x) + %% + 2x - 10.
. La fonction g est clairement dérivable sur son ensemble de définition. De
plus :

10
Vxe]l-1,+o0l, g'(x) = —— +2(1+x) > 0.
1+x

On en déduit le tableau de variation suivant :

x -1 +00
signe
+
de g'(x)
+00
variations
de g
—o0

. La fonction g étant strictement monotone, elle établit une bijection de

Iintervalle I =]1—1,+oo[ dans J = g(]— 1, +o0[). De plus, par continuité et
croissance de g, on a :

7] im, ), i g1 =1, 7]

. Comme 0 € J et g est bijective de I dans J, d’apres le théoreme de la

bijection,

il existe une unique solution a I’équation g(x)=0 ‘ c’est-a-dire
a équation : 10In(1 +x) +x2 +2x— 10 = 0.

x% - 10In(1 +x)
1+x '
’ L'ensemble de définition de f est Z =]—1,+ool |
En effet,
e la fonction x — In(1 + x) a pour ensemble de définition ]— 1, +ool car
I’ensemble de définition de la fonction In est ]0, +oof,
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¢ le dénominateur de f ne s’annule pas sur ] — 1, +ocl.

5. o Par composition de limites, lim In(1+x) = liII(l) In(y) = —o0, donc
y—>

x——

lim1 (x2 —101In(1 + x)) = +oo.
Pt

1
Or, lim (1+x)=0". Donc, lim
x—(=1D* x—(-1* 1+x
déduit la limite de f en -1 :

= +oo. Par produit, on en

lim f(x)=+oc0|
x—-1

o Pout tout x au voisinage de +oo, on a :

2 2
f(x)=x 101n(1+x)_ X 1 _loln(1+x).

01n(1+x) X
1+x T 1l+4x 1+x _%+1 1+x

D’une part, lim
x—+00

1 . .
—+1|=1,donc lim = lim x=+oo.
X x—+oo 1 +1 xX—+00

X

D’autre part, xlil}l (1+x) = +00 et on sait, d’apres le théoreme des
—1+00

) , . In(y) »
croissances comparées, que hI—P —— =0. Donc, par composition de
y—+oo y
limites :
In(1+x) 3

lim

x—+oo  1+4x

Par conséquent,| lim f(x)=+oo]|
xXx—+00

6. Ladroite A d’équation y = x—1 est une asymptote oblique 4 % au voisinage
de +oo0 si et seulement si lim,_ o (f(x) —(x—1)) =0.
Or, pour tout x au voisinage de +oo, on a :

-1-10In(1+ 1 In(1+
@) -@-1)= ndvy) 1 )
1+x 1+x 1+x
Sachant que :
* xl—l»r+noo1+x =0,

In(1+x In
e lim g = lim ﬂ =0 (d’apres la théoreme des croissances
x—+o0 1+4x y—+oo y
comparées),

on en déduit :

xgglm(f(x) -(x-1)=0|

Autrement dit, la droite A d’équation y = x —1 est bien une asymptote a ¢
au voisinage de +oo.

1. Considérons 'équation (E) : z® = 8 d’inconnue z € C.
3
Sachant que 8 =23 = ((\/5)2) = (\/5)6, ona:

6 26 2 6 V4
(E)c»zez(\/ﬁ) — (\/é)(;:lc)(ﬁ) :1<:>ﬁeue.

D’apres le théoréme sur les racines n-iémes de l'unité pour n =6, on en
déduit :

(F) < 3k €[0,5], % ei%Tn — Jk€][0,5], z= \@eik?ﬂ.

Les solutions de (F) sont donc :

V2, V2 el3, ﬁei%, V2 el = —/2, V2elT et vV2elT |

2. Représentons dans le plan ci-dessous les six solutions de (E) :
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@eiz?ﬂ V2 el's

V2em=-v2

V2elt V2l

1. Démontrons que : Vx> -1, In(1+x) <=x.
Soit x €] — 1;+oo[. Considérons la fonction

f:1-1;40c0] — R
t — In(1+¢).

Puisque la fonction In est dérivable sur R**, alors par composition la
fonction f est dérivable sur ] — 1;+ool. De plus,

1
Vtel-1;+o00l, f'(t)=—.
] ool, ) 1+¢
e Six =0, alors In(1 + x) < x puisque In(1) = 0.
e Supposons x > 0. La fonction f étant continue sur [0;x] et dérivable

sur ]0;x[, on peut lui appliquer le théoréme des accroissements finis.

Par conséquent, il existe un réel ¢ €]0;x[ tel que :

f@-£0) . 1 In(Q+w)
-0 e Tve T T

fl(e)=

Puisque ¢ >0,0ona 0 < I <1, c’est-a-dire

+c

Oswsl
X

En multipliant par x qui est strictement positif, on obtient :
In(1 +x) < x.

e Supposons —1 <x <0. f est continue sur [x;0] et dérivable sur ]x;0I,
donc d’apres le théoréeme des accroissements finis, il existe ¢ €]x;0[ tel
que :

fO-f@ . 1 _In(+x)

0—x ' 1+c  x

flle)=
Ona:
—-l1<x<ec<0=>0<1l+x<1l+cx<1

-

1
=1 cart¢— — est décroissante sur ]0;+oo[
1+c t

In(1+x)
—>
x
= In(1+x)<x carx<O.

1

Par conséquent, on a donc bien :

’Vx €l-1;+oc0[, In(1+x)=x ‘

2. Considérons un entier naturel n =2. On a:

n -n
(1_'_1) =enln(1+%) et (1_1) =e—nln(1—%)_
n n
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Par conséquent, on a les équivalences suivantes : ona:
n -n ,(C)C - (C)
(1+1) Ses(l—l) g’(c):O<=>%=0
n n ¢

e o(1+1) < o < o-nIn(1-1) = f'(c)e=f(c)=0
1 1 <=>f'(c)=@ car ¢ >0 (puisque 0 <a < c < b)
= nln(l + —) sl<-nln (1 - —) par croissance de la fonction In ¢ puisq :

n n

1 1 1
<~ In|l+—|<—<-In|1--—
n n n
1 1 1
— In|l+—|<— et —<-In|l1--—
n n n n
1 1 1 1
— In|l+—|<— et In[l-—|<-——
n n n n

1

Or, on sait d’apres la question 1 que, puisque ;- > —1 et —% > —1, alors :

1 1 1 1
Infl+—|<— et In|l-—|<——.
n n n n

D’apres les équivalences ci-dessus on en déduit :
1\"* 1\

(1+—) Ses(l——) .
n n

Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b et soit f une fonction continue sur le

segment [a, b] et dérivable sur Ja, bl telle que f(a) = f(b) =0.

()

1. Posons pour tout x € [a, b], g(x) = —.

X
Puisque f est continue sur [a,b], alors g I'est également. De méme, g est
dérivable sur Ja,b[ et :

fl)x—f(x)

Vx€la,bl, g'(x)= 5
x

D’autre part, f(a) = f(b) = 0 donc : g(a) = g(b). Le théoreme de Rolle
permet alors d’affirmer qu’il existe un réel c €la, b[ tel quel g’(c) =0. Or

On a donc bien démontré 'affirmation suivante :

f(c)

c

Jc€la,bl, f'(c)=

. Cela signifie qu’il existe un point ¢ dans l'intervalle ]a, b[ tel que la tan-

gente a la courbe de f au point C de coordonnées (c, f(c)) est parallele a
la droite (OC), ou O est le point de coordonnées (0,0).

On considere la fonction f définie par :

1 .
x+—— six<0,

Vx eR, (x)=
! e*-1

X

sinon.

. Rappelons que par définition, f est continue en 0 si :

}CI_I% f(x)=f(0).

)
1.
l—x

D’autre part, d’apres les équivalents usuels en 0, on a :

lim f(x)=1im (x +
x—0~ x—0

Donc
lim f(x)= lim f(x)=1.
x—0~ x—07*
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Ainsi, 5. On remarque que :
lil’I(l) flx)=1.
e

xEr_noof(x) =—-oco| et xE&noof(x) =400},

1
Or, par définition de f,on a : f(0) =0+ —— = 1. Par conséquent,
1-0 ou la deuxiéme limite est obtenue a ’aide du théoréme de croissances

comparées.

i%f(x)=f(0) )

6. (a) Rappelons que, pour tout x <0 :

Autrement dit, | f est bien continue en 0 ‘ £lx) = x+ 1
2. Démontrons que f est dérivable a droite en 0. Calculons pour cela le taux 1-x
d’accroissement de f en 0". Soit x > 0, alors : Ainsi, la droite A d’équation est asymptote a €y au voisinage
ot —1 de —oco puisque :
f@-fO _ 5 Tt oet-1-x fo)—x=1—0 .20
x—0 x x2

(b) Soit x <0. Alors :

D’apres I'indication donnée dans 1’énoncé, on a : flx)—x = 1 >0

1-x
2
X
e’ —1- x( ~0) - Donc, | 67 se trouve au-dessus de A sur ] —o00,0] |
x—
Do (c) Soit T' la tangente a 6 en 1. Alors, d’apres le cours, I'équation de T
ou F(x)— £(0) 2/2 1 est donnée par :
-0 20 x2 2 y=FfD+F (Dx-1.
Par conséquent, Or, . e —Dx1 e'r—D)+1
- —(e*— -1+
L (WO _ 1 V>0, flx)=o> e2 2 _g iy
x—0* x—0 2 X X

D’ou f'(1) = 1. De plus, f(1)=e—1.

Donc, T a pour équation y=e—1+(x— 1), i.e. .

Ainsi, | f est dérivable a droite en 0 et f é(O) =1/2|

3. Etudions la dérivabilité a gauche de f en 0. Soit x < 0, alors :

1 1-x)+1-(1— 2—
f(x)—f(0)=x+m—1=x( x)1+_x( x)zx(l_xx)_2_x B

x—0 x x x  l—x x—0 " 1. On remarque que P(1) =n # 0. Donc 1 n’est pas racine de P.
Considérons alors z € C\ {1}.

On en déduit que | f est dérivable a gauche en 0 et que f é(O) =2\

n-1 1—2"
_ 2 -2 -1_ k_ z
4. On déduit des deux questions précédentes que ’ f n’est pas dérivable en 0 Plz)=1+z+z"+--+2""+2""" = ];) S

puisque les dérivées a gauche et a droite en 0 ne coincident pas.
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Donc D’apres la question précédente, on a donc :
-2" n-1 2ikn
P(z)=0 < - =0 n= 1—en
— 1- Z” =0 rol
1 -2iesn )
— z"=1 = —2ie» sin|—
; 2kn k=1 "
— Jke[0,n-1], z=¢€'"n n-1 kn
j 2kn 2x0xn = 2 sin(—) )
<~ Jkel,n-1], z=€e'"n car e » =1 et z#1. be1 n
n—-1 n-1 ki
Ainsi, les solutions de I'équation P(z) = 0 sont les n — 1 nombres complexes = 2] x H sin (—)
; 2hn k=1 k=1 n
e''n avecke[l,n—-1]| a1 "
_ . v
2. On déduit de la question 1 la factorisation suivante : =ont l_[ sin (7)
k=1
Or, pour tout entier 2 compris entre 1 et n—1on a 0 < bz 7, donc

P(z)= E[ (z e 27) .

3. On en déduit également :

n-1

H )1—e.T

k=1

1+11+12 L

—n

[P(1)| = =n|

n-1 21k7r
= (1=¢™)|=

4. Soit ke [1,n—].

2ikn ikn  —ikn ikn  ikm
l-e» =ener» —enen

ikn ( —ikn ik
=en e n —en
ikm

ikn ikn —ikn

=—enn (eT—e n )

ikn —ikn
ikne n —e€ n

=—-2ien
21

ikn k
= —2iekT sin(—”) .
n

sin (k ) > 0 et par conséquent :

n( )| =em(3)
sin|— || =sin| —
n n
Ainsi,
n—-1 T
on-1 H sin(—) =n,
k=1 n
ie.

1. Soit ¢ € R. Soit z € C.

|z — al? = | (Re(z) +ilm(2)) - a|*
= |(Re(2) - ) + iIm(2)|*
= (Re(z) - @)? + (Im(2))?
> (Im(2))%.
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Par croissance de la fonction racine carrée sur R*, on en déduit :
|z —al = \/(Im(2))? = [Im(2)|.

’ VzeC, |z—al=|Im(z)| ‘

Ainsi :

2. On suppose dans cette question que P est scindé sur R. Puisque P est
scindé sur R et unitaire, il existe des réels a1, ag, ..., a, tels que

P=X-a)X-ag)..X-ap)= H(X—ak).
k=1

Donc, pour tout z € C,

|P(2) =

n n
[[E-aw)|=1]]lz-al
k=1 k=1

Pour tout % € {1,2,...,n}, a; € R, donc d’apres la question précédente :

Vzel, |z—ag| = |Im(z)|.
Par conséquent

n

VzeC, [P(2) = [] Im(2)| = [Im(z)" |
k=1

3. Soit P=1+X3.
(a) Cherchons les racines complexes de P. Soit z € C. Ecrivons z = re’
avecr eR* et O e R.

0

P(2)=0=z22=-1=2%=¢"

2%1=1
JkeZ, arg(z®) =n+ k27

=1
—
dkeZ, 30 =n+k2n

{r:l carr=0
_ 2
dkez, 0=5+k%

e, 2= ei(7t/3+k27[/3)
— , 2=

in/3

z=¢e i51/3 _ e—m/3_

ouz=e"=-louz=e

Les racines complexes de P sont donc —1, €3 et e~/ et une dé-

composition de P en produits de polyndomes irréductibles de C[X]
est:

P=(X+1) (X - ei”/3) (X - e‘i”/3) .

(b) Posons|zg= e™3 | On a alors P(z(p) =0 car zg est une racine de P et

Im(zg) = % #0, donc

IP(z0)| < |Tm(z)I? |

4. Supposons que : Vz € C, |P(2)| = |Im(z)|™.
Soit z € C une racine quelconque de P. Démontrons que z est réelle.
Par hypothese : |Im(z)|" < |P(z)| = 0. Donc |Im(z)|" =0 et par conséquent
Im(z) =0, ce qui signifie que z est un nombre réel. On en déduit donc que
’toutes les racines de P sont réelles ‘

Tout polynéme non constant étant scindé sur C, le polynéme P peut s’écrire
sous la forme
P=X-a))X -ag)...(X —ay),

avec a1 €C, ag €C, ..., a, € C. Les nombres complexes a1, ag, ..., @, sont
les racines de P. Or, on a démontré que toutes les racines de P sont réelles.
On en déduit donc que : a1 €R, as €R, ..., a, €R.

Le polynéme P est donc scindé sur R ‘

5. e On a démontré dans la question 2 que si P est scindé sur R, alors :
VzeC, |P(2)| = |Im(z)|".
e Dans la question précédente, on a démontré que si I’assertion

VzeC, |P(2)| = |Im(z)|"

est vraie, alors P est scindé sur R.

On a donc démontré le résultat suivant :
«Soit P un polyndéme unitaire de R[X], de degré n = 1. P est scindé sur R
si et seulement si : Vz € C, |P(2)| = |Im(2)|". »

On considere le polyndéme a coefficients réels :
P(X)=X*-2X3+3X%2-2X +1.

Soit @ une racine complexe, non réelle et double de P.
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1. Comme «a est une racine double, on sait d’apres le cours que :

|P(a)=P'(a)=0),

. Le polynéme P est a coefficients réels. On sait dans ce cas que si a est une
racine complexe de P, alors @ est aussi une racine de P. En appliquant le
méme raisonnement & P’, on en déduit que ’ «a est racine double de P |.

. P est un polynéme de degré 4 de coefficient dominant 1 et admettant pour
racines doubles a et @. On en déduit immédiatement que :

PX)=1x(X - XX 02|

. La factorisation de P sur R[X] est obtenue en regroupant les racines
conjuguées de P. Ainsi :

PX)|= (X - (X -@)”

(X2-(a+ DX +a@)

= (X% -2%e()X +|al?)- (X% -2%e(a)X +|al?)|.

. En utilisant 'expression factorisée de P donnée a la question 3, on trouve :

[PO)]=0-*0-*=(a@)| = |a*

Or P(0) =1 par définition de P. On en déduit : (car c’est un nombre
réel positif).

. En développant 'expression donnée a la question 3, on trouve :
P(X)=X*-4%e()X? +(2lal® +4Ze(@))X? — 4Re(®)|al?X +|al®.

Par identification avec les coefficients du polynéme P, on en déduit le
systéme suivant :

—-4Re(a) = -2

2|al? +4%e(a)? =3

—4Re(a)lal? = -2

lal* =1

On en déduit alors : Ze(a) = % Et puisque la|? = (Ze(a))? + (fm(a))z, il
vient :

2 _q1_ 1)2_§
(fm(a)“ =1 (2 =1

Par conséquent,

Im(a)= —? ou Sfm(a)= 73

On en déduit :

. Soit zeC. Alors P,(2)=0 <— 2"-(z-1)"=0 < 2" =(z-1)". Remar-

quons que P,(0) =0" - (0—-1)" = —(—1)" #0. Ainsi 0 n’est pas solution de
Iéquation P,(z) = 0. On peut donc écrire :

Pw=0 = E g () s 1Y
z V4 V4

Ainsi P,(z) =0 si et seulement si 1— % est une racine n-iéme de I'unité.
Notons wg,w1,...,w,—1 les n racines n-iémes de I'unité définies par :

VEe[0,n—1], w, =e'n.

Alors,
1
P,(2)=0 <<= 3dke[0,n-1],1-—=w;,
z
1
«— Jke[0,n—-1], —=1-w;.
z

Or I’équation % =1-w;, a des solutions si et seulement si 1 —wp #0. De
plus, la seule racine n-iéme de I'unité égale a 1 est wg =1. On a donc :

1
P,(2)=0 = 3kel,n-1], —=1-w;
z

— Jkell,n-1], z= .
1-w;
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Les solutions dans C de ’équation P,(z) = 0 sont donc les n — 1 nombres

1
complexes de la forme |z, = avec|ke[l,n—1]|
1-wy, _

2. Pour tout réel 6,

-0 -0 -6
= (e_LE —eLE)eLE

il -4
_ . 0\ .
=-2i (w) e‘g =|—-2isin (5) e’g d’apres les formules d’Euler.

3. Les racines de P,(X) sont les solutions z1,...,z,-1 de I'équation P,(z) =0
trouvées dans la question 3(a). Soit k€ [1,n—1].On a :

1 1

2, = =
k T—or 1 %

.ok -k
et d’apres la question 3(b) avec 6 = 2"% onal-el’s = —2isin(’%)e‘7.
D’ou

1 l -k ]_ i(l—*
2 = ik = e n = ——e"\2 n/,

~2isin (2]’ 2sin(2) 2sin (12]

n n n

Puisque k€ [1,n—-1],ona 0<k <n, donc 0 < ]% <7 et donc sin(%”) > 0.
1
2sin(k”)

n

La forme exponentielle de z;, est donc : |z =
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