MT1A - MT1D - A25

TD 1 - Les nombres complexes

Les nombres complexes

1. Les essentiels

Ecrire sous forme algébrique :

.(1 vﬁ) 3. (1+i)1-2i)
1. i|=———1
3 3

9 1 . " 1- i. 1+ 31: ‘
4-31 3+21 2-3i
n Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
A= (2+l)(1—l)2 C= 3+2l_1—2l
1+ 1-1i
1+2i 1+i
B= D= -
1-i V3-i

Dans chacun des cas suivants, représenter I’ensemble des points M d’af-
fixe complexe z vérifiant 'équation :

a) lz+i|=0 b) lz—2+i|=1 ¢) [2z+1-i|=3

n Déterminer I'ensemble des nombres complexes z vérifiant :

z—1

=1.
z+3

B Dans chacun des cas suivants, représenter I’ensemble des points M d’af-
fixe z ou z vérifie 'équation donnée :

a) Re(z+1)=0 b) |1z|=2 ¢ |lz+1|=|z|.

n Résoudre dans C I'équation (¥) d’inconnue z : (E) : 2-2z+2=0.

Résoudre dans C I'équation (¥) d’inconnue z : (E) : 2z2-2+6i==z.

n Soient a, b, ¢ et d des nombres réels tels que ¢ +id # 0. On pose :

a+ib
z= —.
c+id

1. Trouver une relation entre a, b, ¢ et d pour que z soit un nombre réel.

2. Trouver une relation entre a, b, ¢ et d pour que z soit imaginaire pur.

n Soient z et z’ deux nombres complexes. Les affirmations ci-dessous sont-
elles vraies ou fausses? Le démontrer.

Ay : Siz—z=0alorsz=0.
Ag : Silz|=1letquel|z+2z'|=1alorsz =0.
Az : SiIm(z+2z')=0 alors z et z’ sont conjugués.

A4 : Siz estsur le cercle trigonométrique alors 1/z I'est aussi.

Ecrire sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle le nombre

1 :
complexe _1+i—\/§(1—i)
= 1+ '

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

4
1-iv3 1+iv3
z1= l\./_, 22=¥, et z3=(1-1)°
1+ 2-21

On considere les nombres complexes z; et zg définis par :

V6-iv2
21=— et

=1-1i.
3 29 i

1. Donner la forme exponentielle de z125 et de z—;
2. Déterminer la forme algébrique de z—;

3. En déduire les valeurs exactes de cos (%) et de sin(l”—z).
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Soit x € R, linéariser les expressions suivantes :
2

1. sin(2x)cos(3x), 3. cos®x+2cos?x,

2 2 4. sin%(3x) + cos2(2x).

2. cos“x.sin“x,

10

. e
Soit 0 €] — 7, n[. Ecrire ——— sous forme algébrique.
etf +1

2. Pour travailler seul

1. Soient z et z’ deux nombres complexes. Démontrer ’équivalence :

22 = (Z/)Z — Z=Z/ ou z = —2/.

\/2+\/§+i\/2—\/§
5 )

2. (a) On considere le nombre complexe z = 3

Calculer z2 et I'exprimer sous forme algébrique.
N2
(b) Déterminer la forme algébrique de (e”[/ 8) .

3. En déduire les valeurs de cos (%) et sin (%)

En utilisant I’écriture algébrique des nombres complexes, déterminer
I’ensemble des points M d’affixe complexe z tels que |z| = 2|z —i].

Représenter I'ensemble des points M d’affixe complexe z vérifiant I'équa-

tion :
lz+2|=1.

Ecrire les nombres complexes suivants sous forme exponentielle :

1+t _(=1+1)°
T aCs ¢ 2T ai)ne
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S’exprimer et raisonner en mathématiques

1. Les essentiels

Soit f une fonction de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs
les expressions suivantes :

6. f n’a jamais les mémes valeurs
en deux points distincts

1. f ne prend que des valeurs po-
sitives
. f Sannule 7. f estla fonction nulle

£ est majorée 8. f s’annule une seule fois
9. f est paire

10. f atteint toutes les valeurs de

2
3
4. f est bornée
5 I'ensemble N.

. f n’est pas la fonction nulle

m Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction a valeurs
réelles définie sur I. Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes :

1. Vxel, f(x)#0

2. VyeR,Axel, f(x)=y
3. AIMeR,Vxel,|f(x)<sM
4. Vxel,(f(x)>0=>x<0).

Vxel, f(x)<0
Va>0,3xel, f(x)=a
IMeR,Vxel, f(x)+M=0
Vxel,(f(x)=0=>x=0).

® =N e o

Ecrire, sans justification, la négation des assertions suivantes :
1

(P1) : ¥e >0, IM €10, +0ol, VxR, (x> M= = <),
X

(P2) : Ya€eR, (azO ou a;«éO).

a Etant données P, @ et R trois assertions, vérifier en dressant les tables
de vérité que :
Pou(® et R)=(P ou@)et (P ouR).

m Soient P et @ deux assertions. A I'aide de tables de vérité, simplifier les
assertions :

1. (P> Q) et (non(P)=Q)
2. Q et (@ =>P)

2. On se donne deux nombres réels a et b. On considere I'implication ()
suivante :

3. (P=Q) et (non(P)= Q).

1. Si P et @ sont deux assertions logiques, rappeler la négation et la
contraposée de P = @.

(3k€Z,a=>b+2kn)= sin(a) =sin(b).
(a) Cette implication (x) est-elle vraie ?
(b) Ecrire la contraposée de I'implication ().
(c) Ecrire la négation de 'implication ().

(d) Ecrire la réciproque de 'implication (x). Cette réciproque est-elle
vraie ? Pourquoi ?

Soit f une fonction définie sur R et a valeurs réelles. On note &2 et 2 les
assertions suivantes :

P . « f est une fonction affine »

2: JaeR,VY(x,y) eR%, f(x)— F(y) =alx—y).

1. L'implication & — 2 est-elle vraie ? Justifier.
2. La réciproque de & — 2 est-elle vraie? Justifier.

3. Que peut-on en déduire?

2. Pour approfondir

m Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel , le nombre n?+n
est un entier pair.

Soit a un nombre réel vérifiant : Ve >0, |a|<e. Démontrer que a = 0.
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m On cherche a démontrer par analyse-synthese que les fonctions f:N— N
vérifiant () V(m,n)eN2, f(m+n)=f(m)f(n), et n’étant pas la fonction

nulle sont exactement les fonctions f, : N — N avecaeN.
n — a”

1. Analyse. On suppose que f :N — N vérifie (x) et que f n’est pas la fonction
nulle.

(a) Démontrer que f(0)=1.
(b) Démontrer par récurrence que : VneN, f(n)=f(1)".

2. Il existe donc un entier a € N tel que f = f,, (cet entier a étant f(1)). Létape
d’analyse est alors achevée. Rédiger maintenant ’étape de synthese et
conclure.

m On cherche a déterminer toutes les fonctions f définies sur R a valeurs
dans R telles que :

VxeR, VyeR, fx)f(y)—flxy)=x+y.

1. On suppose qu'une telle fonction f existe. Démontrer, en raisonnant par
Pabsurde, que f(0) =1.
2. En déduire 'expression de f(x) pour tout nombre réel x.

3. Conclure en raisonnant par analyse-synthese.

3. Pour travailler seul

m Soit f une fonction définie sur un intervalle réel I a valeurs réelles.
Exprimer verbalement les assertions suivantes :

1. 3CeR, Vxel, f(x)=C,

2. Vxel, (fx)=0==x=0),

3. Vxel,Vyel, (x<y= f@)<f(y),

4. danslecasoul=R :VxeR, f(x+m)=7[f(x).

On considére I'assertion (P) : Yx€R, (x?>5= x> /5). Ecrire la néga-
tion de (P). Lassertion (P) est-elle vraie ? Justifier la réponse.

1. Démontrer, a 'aide d’'une table de vérité, que I'assertion suivante
est une tautologie :

non(P et @) <— (non(P)) ou (non(Q))

En déduire la négation de I'assertion suivante : «La fonction f est injective
ou surjective».

2. Démontrer que I'assertion suivante est une tautologie :

((non(P) —Q)et non(Q)) — P.

A quel raisonnement correspond ce résultat?

m « Si je vais au cinéma, alors je porte mes lunettes et je ne dors pas. Si je
ne dors pas, alors je mange des pop corn. Je ne mange pas de pop corn. » Que
peut-on en déduire ?

O Je dors.

O Je ne dors pas.

O Je ne vais pas au cinéma.

O Je ne porte pas mes lunettes.

O Je vais au cinéma et je dors.
O Je ne porte pas mes lunettes
et je ne vais pas au cinéma.

5% % Les phrases suivantes signifient-elles A=>BouB=>A?
Si A, alors B.

Pour que A, il faut que B.

Pour que A, il suffit que B.

A est une condition suffisante pour B.

A est une condition nécessaire pour B.

A deés que B.

A est faux si B lest.

.\1.@91.*"9\"!\’!—"
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Trigonométrie et compléments de calcul
algébrique

1. Equations et inéquations

m Encadrer x+y,x—y,xy et f sachant que x €[3;6] et y € [—4;2].

m Montrer que, pour tous réels x et y :

L lIx—yl<|Vixl - 1y]| 2. lxl+ |yl <lx+yl+lx—yl

Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue x :

(E1): 4x+2=v3-2x E9): vm+x—+V1+x=1 oumeR

m Résoudre dans R les équations suivantes d'inconnue x :
(E1): lx]=-5 (E9): [x%-1]=2.
m Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x| + (x — [x] )2.

1. Démontrer que : VxeR, |x+1]=|x]+1.

2. En déduire que : VxeR, f(x+1)=1+f(x).

3. Tracer la courbe représentative de f sur l'intervalle [-2;2].
m Résoudre dans R les équations suivantes d'inconnue x :
(E1): |lx—5]=2|x+5]| (E3): x+|x—1|=1+|x|

(E9): 12—x|+]2x—-1| =2 (Eg): 2% +|x—1]=|x+1].

Résoudre dans R les inéquations suivantes d’inconnue x :

2. x3+5x<6x

= 1 4 |x—2+]x—1]<3
x—4 x+5
2 5. |1-2x%|=3

3. [5—x[<2 6. x2+|x—1|—[2x+1] <0

1.
2.
3.

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

Va2 —x-22|x-2]
Va2 —x-22x-2

Vi-x2 <m-xoumeR.

2. Trigonométrie

Résoudre dans R chacune des équations suivantes d’inconnue x et placer

sur le cercle trigonométrique les points associés aux solutions.

: _1
1. sinx = 3
2. 2sinx=1
3.
4

. sin(2x) = cos(x).

. Résoudre dans [-m, [ I'équation sin (5

2cosx =3
2(cos?x —sin?x) = V2
2cos?x+3cosx+1=0

tan(x) = v/3.

sin2x+300sx+%=0

e I

Résoudre dans [0;27] les inéquations trigonométriques :

2sinx < V3, 1+2sinx>0, 2sin’x—5sinx+2>0.

Résoudre dans [—, [ les inéquations suivantes :

2

2cos(x) =1, |sin(x)| < cos“x>1.

2
, as . 1.
1. Résoudre dans [0,27] I'équation cos(2x) = 3 d’inconnue x.

xy V3
)

= - d’inconnue x :
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3. Produits et sommes

Soient n un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les expressions
suivantes avec le symbole )" ou le symbole [] :

A,=204354454+...4 15,
B,=2x4x6x---x(2n—2)x(2n),

Ch)=1-x+x2—23+- +(=1)"x",

e

e n(n+1)2n+1
m 1. Démontrer par récurrence que : Vn e N*, Y k%= %
k=1
n-1
En déduire pour n =2, la somme : Z (i +1).
i=1

2
n n
2. Démontrer par récurrence que : Vn € N*, Z k3 = (Z k) .
k=1 k=1

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

n—1 9l 2n
L ) (2k+1); 8. ) =57 5. ) (3k-2).
k=0 i=03 hmn
n n 3
2. Y 2% 4.y k——),
sl 5

Soit 7 un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

L ¥ (]

:2

BUES:
o [1¢

. . s . < ]
Soit n un entier naturel supérieur a4 2. On pose z = e'=.

1-el?=-2; s1n(2) 16/2
n—l'

1. Vérifier que pour tout réel 6,

2

2. Calculerlasomme:1+z+z%+---+2z

n—1 k
3. En déduire Z sin(—n).
k=0 n

E Soit n € N*. Démontrer que lorsque k est un entier naturel non nul :

1 1 1 1
————=———Calculer al
R+l R(e+1) oonAoms Z R(k+1)
m 1. Pour k entier, développer la différence : (% +1)% - k3.
n
2. En déduire pour n € N la somme : Z k2.
k=1
3. Calculer : 1x2+2x3+3x4+---+nx(n+1).

& 1
m Soit n € N tel que n = 2. Calculer kzlln(l - k—2)

m Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes avec la formule du bindme :
2 (n ” n 2n. (2n
St L Yo, Yt
i=o\k k=0 k =1 \J

n
m Soit x € R. Calculer ) (Z) cos(kx).

k=0

LYM F'inal 2024. On fixe un entier naturel non nul n.

-1
on oun =2. 1. Démontrer que pour tout entier naturel & € [1,n], k(:) = n(z 1).
2. Y |k-nl; ouxeR ; -
k=0 n n
2. En déduire la formule explicite de Z k 5 en fonction de n.
k=1
UTBM 6
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m Soit 8 € R. En utilisant la formule de Moivre, exprimer cos40 et sin40 en
fonction de cos6 et sinf.

m Exprimer, pour 8 un nombre réel quelconque, cos(50) en fonction de cosf
et sind.

m Démontrer que :

1. VxeR", VneN,
2. Y(a,b,c)eR3,

A+x)*=1+nx
a?+b2+c2=ab+ac+be

4. Pour travailler seul

Pour tout réel x, on note |x] la partie entiére de x. Soit x € R fixé. Démon-
trer que pour tout n €N, |x+n] = x| +n.

T T o7
m En remarquant que -3 7 calculer les valeurs exactes de :

sin (%) , COS (%) , tan (1”—2) .

En déduire les valeurs exactes de :
. 57‘[) 57 ¢ 571)
in|— — n(—|.
1) “Cl12) P12
m Soit x € [0,7]. Démontrer, en raisonnant par récurrence, que :

VrelN, |sin(nx)| <nsin(x).

Soient n un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les expressions
suivantes avec le symbole )" ou le symbole [] :

A,=4+42+43 ... 44771

Bp(x) =2x +4x% +8x3 +--- +1024x1°,
Ch=1x2x3x4x--xn,
D, =(2+3%)x (2+3%) x (2+3%) x--- x (2+3%).

m Soit » un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

n-1 n gl 2n
1 ) Bk+2); 3. 223i+2 ; 5. ) (2k-3).
k=0 1=0 k=n
n n 5
2. Y 3%, 4.y 2k——k),
k=0 k=1 7

En développant (1 + 1)?" et (1 —1)2* par la formule du binéme de Newton,
simplifier P, et S,,.
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Suites réelles

1. Les essentiels

On considere la suite (u,,),¢n définie par ug=—-1letu;=1et:
1

VrReN, upi2=uUp+1— Z Un.

et b,=2"u,.

1. Démontrer que (a,), est une suite géométrique dont on précisera la raison
et le premier terme ag. Exprimer a, en fonction de n.

On définit les suites (ap),en €t (Bn)ypeny PAT : @y = Ups1 — % Up

2. Démontrer que (b,),, est une suite arithmétique dont on précisera la
raison et le premier terme by. Exprimer b, en fonction de n.

3. En déduire I'expression de u, en fonction de n.

Un
1+3u,’

1
On pose ug = 3 etpourtout neN: upy1=

1. Démontrer que u, >0 pour tout entier n.
1

Uy = —.
Un
(a) Exprimer v,+1 en fonction de v, pour tout entier n.

2. On pose : VneN,

(b) En déduire ’expression de u, en fonction de n pour tout n.

1. Soit a et b deux constantes réelles. On considere une suite (©,),en
vérifiant pour tout entier naturel n :

Unt2 =QUpy1+buy.

On suppose que 'équation x% = ax+ b d’inconnue x admet au moins une

solution ¢. Démontrer que la suite (v, ),en définie par v, =u,+1—cu, est
géométrique de raison a —c.

2. On appelle suite de Fibonacci la suite (F,),cn définie par :

Fo=0; F1=1
VneN, Fpio=Fp1+F,

(a) Résoudre dans R I'équation x% =x+ 1.

On notera @ la solution positive et ¢ la solution négative.

(b) En utilisant la premiere question,, exprimer F',, en fonction de n, de
D et de .

+1

(c) Déterminer la limite des quotients E £ lorsque n tend vers +oo.

n

On définit les suites (u,),en: €t (Un)pen+ AT :
n

1

Un= Z E

k=0

et v,=u,+ .
nxn!

1. Démontrer que (u,), et (v,), convergent vers la méme limite ¢.

2. En déduire un encadrement de ¢ d’amplitude 1075.

LA | 1
On définit pour tout n €N* ;' u, =2vn-) — et vy =u,+—.
k=1 Vk vn
1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?
n
2. Donner un équivalent simple de Z —— lorsque n tend vers +oo.
k=1

Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (1), :

1 unzﬁ 3. unzel_" 6. u,=n-+5cosn
' 2n 1
on +3 4. u,=5n+7-n? 7. unz(ni)l
2. Un=3 "% 5. up=n-Inn 8. up=vVn+1l-yn
Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (u,), :
n 5
1. unzg_n 3. u, =n—exp(n) 6. un=2il
9 4. u, =2sin(n)—n n:
2n“+3n n!
2. up=—5"-"— 5. up=vn—-vn+1 7. un:3_n

nZ-n+2
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Classer par ordre croissant pour la relation « est négligeable devant » :

@2n), n e*, nl, nln(), (/n)".

Démontrer les relations ci-dessous au voisinage de +oo :

nd+3n~n®, n-In(n)~n, 3In(n)#In(n), n**+4In(n)=o(e").

Démontrer les relations ci-dessous au voisinage de +oo :

2n2—n~2n2, exp(2n)+n3+n!~n!, 2n? £ n?.

_1
uO—Q,

1. Etudier la monotonie de la suite (¢,),en-

On définit la suite (u,),en pPar : 9
VYneN, upy1=up-—u;,.

2. Prouver que la suite (u,),cn €st minorée par 0.

3. En déduire que la suite (u,),cn est convergente et donner sa limite.

Soit (uy),eny la suite réelle définie par récurrence en posant ug =1 et
Up+t1=vV1+u, sineN.
1. Démontrer que (u,),ecn est croissante et majorée.

2. En déduire que (u,),cn converge et calculer sa limite.

On considere la suite définie par son premier terme u( strictement positif
et la relation de récurrence :
Un

VneN, — -
up+u,+1

Up+l1 =

Démontrer que la suite (u,),cn est positive et décroissante. En déduire qu’elle
est convergente et préciser la valeur de sa limite.

nm
m On considere la suite (u,),cn définie par : VrneN, u, =sin (?)

1. Calculer lim ug, et lim ug,+1.
n—+ n—+oo

2. Que peut-on en déduire sur la limite de la suite (u,),en?

2. Pour approfondir
On considere la suite (©,),cy définie par :
ug=3
VnelN,
1. Soit @ un nombre réel. Déterminer a pour que la suite (v,),cn de terme
général v, = u, — a soit une suite géométrique.

Upt1=—2up,+T.

2. En déduire le terme général de la suite (u,),en-

no(=1 k+1
Soit (s,), la suite définie par: VneN*, s,= Z ( ]i .
k=1

1. Prouver que les suites (s2,),, et (s2,+1), sont adjacentes.

2. En déduire que la suite (s,), est convergente.

m La constante d’Euler. On admet que pour tout entier £ =1,

1
——<In(k+1)-Ink<—.
k+1 n )=In k

Ly |
On pose pour tout entier naturel n non nul, H,, = 7
k=1

n-1
1. Démontrer que : VheN*, H, =zlnn+ % Indication : H, = Z% + %
k=1

2. Démontrer que : VneN*, H, <1+Inn. Indication : H, =1+ i %.
k=2

3. En déduire un encadrement de 11:112 puis un équivalent simple de H,

lorsque n tend vers +oo.

4. On pose alors pour tout entier n =1,
1
Wy =Up——.
n

v,=H,—-Inn et

(a) Démontrer que les suites (v,) et (w;) sont adjacentes.

(b) En déduire qu’il existe une constante réelle y et une suite (¢,),, telles
que
H,=Inn+y+e, et lim g, =0.
n—-+oo
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3. Pour travailler seul

Quelle est la raison d’une suite géométrique (u,), telle que :

n
= i = ?
up=90 et nl_lﬂ%o];) up =150 7

m Considérons la suite réelle (u,), ¢y définie par :

—1<ug<0,
U, —2

VneN, .
u,+4

Up+l1 =

1. (a) Démontrer que pour tout neN, —1<u, <O0.
(b) Etudier la monotonie de la suite (u),en-

2. En déduire que (u,),en converge et déterminer sa limite.

On considere les suites (u,)pen* €t (Vy)nen+ définies par

et Up=Up+—5.
= k3 T op2

1. Démontrer que les suites (i, )nen: €t (vy)nen+ SONt convergentes et ont la

méme limite. On pose £ = lim u,.
n—-+oo
2. Déterminer un entier p tel que u, soit une approximation de ¢ a 0,01

pres.

3. Reproduire et compléter le tableau suivant a I’aide d’'une calculatrice :

valeur approchée de v,
a 0,001 pres par exces

n | valeur approchée de u,
a 0,001 pres par défaut

5
10
15

4. Déduire de ce tableau une valeur décimale approchée de ¢ aussi précise
que possible.On indiquera la précision de cette approximation.

Soit (u,)ren une suite réelle. Que pensez-vous des assertions suivantes :
e Si(u,) converge vers un réel ¢ alors (ug,) et (u2,+1) convergent vers £.
o Si(u9y) et (u9,+1) sont convergentes, il en est de méme pour ().
o Si(ugy,) et (uan+1) sont convergentes, de méme limite ¢, il en est de méme
pour (up,).

1l Médian 2014. 1. Soit (a;)ren une suite de nombres réels positifs dé-
croissante telle que :

lim a,=0.
n—+oo

On consideére la suite (S;),en de terme général donné par
n
vneN, S,=)Y (-a,
k=0

ainsi que les suites (¢, )nen €t (Vn)nen définies par :

Un=3Son,
VneN, { n = P2n
Un =Son+1.

(a) Démontrer que les suites (1), et (v,), sont adjacentes.

(b) En déduire que la suite (S,),, converge.
1

2. Soit (b,), la suite définie par : bo 2’
VneN, b,i1=sin(b,)+ b,]+1.
On admettra I'inégalité ci-dessous que 'on pourra utiliser dans la suite de
Iexercice :
Vxe[-1,0[, sin(x)>x.
(a) Démontrer que :

VneN, -1<b,<0.

(b) En déduire une expression simplifiée de b,.1 en fonction de b,,.
(c) Démontrer que la suite (b, ),cn est croissante.
(d) Démontrer que la suite (b, ),en converge et déterminer sa limite.
(e) Démontrer que la suite de terme général :
S, = i (_1)k+1bk
k=0
est convergente.

UTBM
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Ensembles et applications

1. Les essentiels

On considere I'ensemble E = {a;b;c}. Peut-on écrire

1. acE ? 4. {a}e PE) ? 7. {(p}<E ?
2. aeE ? 5. pcE ? 8. {(plcPE) ?
3. {a}jcE ? 6. peE ? 9. {a}eE ?

On considere les quatre parties de N suivantes :
A={neN, 3keN,n=3k} B={neN, 3keN, n=12k}
C={n€l\|,3k€l\|,n=15k} D={n€l\l,n<100}

Définir chaque ensemble précédent a ’'aide d’'une phrase en francais.
Donner la liste des éléments de BN D.

Déterminer AuBuUC.

L s

Déterminer ANBnNC et donner la liste des éléments de DNnBnNnC

Final 2024. Soit E un ensemble quelconque. Pour toutes parties A et B de
E, on définit AVB par :
AVB=AUB.

1. Soit A une partie de E. Simplifier les ensembles AV@, AVA et AVA.
2. Pour deux parties A et B de E, simplifier 'ensemble (AVA)V (BVB).
3. Dans cette question, on suppose que :

E =R, A={x€|R; |x+3|s2} et B={x€|R; Lx] =—6}.
Exprimer AVB sous la forme d’'une réunion d’intervalles.
m Etant données A, B et C trois parties d’'un ensemble E, démontrer les
équivalences suivantes :

1.AUB=ANC < BcAcC 2.AnB=AnC < AnB=AnC.

m Un sondage effectué aupres de 150 individus a donné les résultats sui-
vants :
« A la question «consommez-vous régulierement des légumes ?», 50 indivi-
dus répondent oui.
« A la question «étes-vous sportif ?», 80 individus répondent oui.
« A la question «étes-vous un sportif qui consomme réguliérement des
légumes ?», 35 personnes répondent oui.
Parmi les individus interrogés, combien ne sont pas sportifs et ne consomment
pas réguliérement des légumes ?

m QCM. Pour chacune des six questions suivantes, une seule des quatre
propositions est exacte.

1. Pour toutes parties A et B d’'un ensemble E, AU(ANnB)=...

(a) A (b) B (c) NB (d) AuB
2. Onpose I ={xeR/x®><4}. Alors InZ=...

(@) {-1;1} (b) {0;1;2} (0 {0;-1;1} (d 1-2;2(
3. Le nombre d’éléments de 'ensemble (2 ({a,b})) est égal a ...

(a) 2 (b) 4 (c) 8 (d) 16

4. Quel est le coefficient de x87 dans Iécriture développée du polynéme
(1 _ x)lOO ?

(a) 87100 (c) —871%0

87

13

(b) (100)

@ (2

5. Soit E un ensemble fini de cardinal n ot n € N*. A et B sont deux parties
de E, de cardinaux respectifs p et g tels que 1 < p < g <n. On suppose
que A c B. Quel est le nombre de parties X de E tellesque Ac X cB ?

(a) 29 @ (CI)
p

(b) 27 -2P (c) 2977

UTBM
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m Pour chacune des applications f ci-dessous, étudier la bijectivité de f et
déterminer sa bijection réciproque le cas échéant.

1. f cC - R* 3. f : R* — [3,+oc[
z — |z| x — x2+3
2. f R\{2} — R\{3} 4. f [ R2

x — ﬁ+3 (x,9) — (x+y,x-y)

m Pour chacune des applications f ci-dessous, étudier la bijectivité de f et
déterminer sa bijection réciproque le cas échéant.

1. f : N - N 4. f : R - R2

n — n+l (x,y) — @Qx+y,x-2y)
2. f .z - Z 5. f : R — R?

n — n+l (x,) (x,y?%)
3. f : N - N 6. f : R — R2

n — 2n (x,y) — (x+y,xy)

Etudier si application f définie ci-dessous est bijective et déterminer sa
bijection réciproque le cas échéant.

f + C\{i} — C\{3}

2z

z — 1+ -
z—1

m On considere les applications f et g suivantes :

f : [1;+00l — [0;+00l et g [0;4+00[ — [1;+o00l
1 x = 1+4x%
X —
2

1. Calculer (f o g)(x) pour tout x € [0;+oc[.
2. Calculer (gof)(x) pour tout x € [1;+0c0l.

3. Que peut-on en déduire?

2. On note U = {eie € C, 0 e R} 'ensemble des nombres complexes de module
1 et on consideére 'application g suivante :

1. Déterminer f(R) out f : R — C est définie par : V¢ € R, f(¢) = e'’.

g : C* - C
1
z = zZ+-.
z

Déterminer g(U).

100 1. Déterminer 'ensemble f (R) ou f est I'application

f : R - R

x — e*.

2. Déterminer g([—1;4]) ou g est ’application g : R — R

1Il0Y Déterminer les ensembles f (11, +ool) et £~ ([-1,0]) o f est Papplication :

f : R - R
x — In(x).

Déterminer 'image réciproque f~1({2;3}) de I'ensemble {2;3} par I'appli-
cation f suivante :
f : R - R
x — |x].

Déterminer f~1([-1,8]) ou f est lapplication f : R — R

UTBM
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2. Pour approfondir

Soient E un ensemble et f une application définie sur Z(E) et a valeurs
dans R telle que pour toutes parties X et Y disjointes de E,

() FXUY)=fX)+[(Y).

1. Démontrer que (@) =0.
2. Démontrer que si A et B sont deux parties de E telles que A c B, alors
f(B\NA)=f(B)-f(A).
3. Soient A et B deux parties quelconques de E.
(a) Ecrire A UB comme la réunion de deux parties disjointes de E.

(b) Démontrer que :

f(AuB)=f(A)+f(B)-f(AnB).

I05Y  On considére les sous-ensembles suivants de C :
E:{zetC, Im(z)>0} et D :{ZEC, |z <1}.

1. Démontrer que :size€E alors |z — i2<lz+il%

2. En déduire que :VzeE, z—_l,eD.
zZ+1i

3. Démontrer que pour tout nombre complexe Z, on a :
Z+Z
Im(iZ)=Re(Z) = 5

4. On considere application f définie par :

f +: E — D

Démontrer que f est bijective.

3. Pour travailler seul

Soient E un ensemble non vide et a un élément de E. Expliciter 'ensemble
P (2 {a})).

Etant données A et B deux parties d'un ensemble E, démontrer les
équivalences suivantes :

1. AcB < AuB=B 2. A=B < AnB=AUB

On considere deux applications f:N— N et g :N — N définies pour tout
neNpar : n
— sl n est pair,
f(n)y=2n, gn)=1 2
n sinon.
1. f est-elle bijective ?
2. g est-elle bijective ?
3. Déterminer (go f)(n) pour tout n € N.

4. Démontrer que f o g #idy puis calculer (f o g)(n) pour tout n € N.

Dire si les applications suivantes sont bijectives. Le cas échéant, détermi-
ner la bijection réciproque.

f o R - R2 g : C — C,
(x,y) — @Cx-y,x+y)’ z — V2z+iz’
e : 2PN) — P(N)
X ~— {1,2;3}uX
) Final 2017. Soitf: N — N
n+1 sin estpair
n e
n—1 sin estimpair

Calculer f o f. En déduire que f est bijective.

UTBM
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Limites et continuité

1. Les essentiels

1888 Etudier la limite éventuelle en zéro de la fonction fix—...

9 . (1 1 (1
1. x*sin|— 5. — +sin|—
x x X
9 x—Inx 6. 008230
x X
J/ _ 1 1
g vitx-l 7. \/1+——\/j
x x X
4 sin(3x) 8. cosxz—l'
x X

0P  Déterminer, sous réserve d’existence, les limites suivantes :

_ 2
L qim Y3FE-VE 5. lim (—— _ )
x—0 x x—1\x—1 x4-1
X
-1
2. lim —— 6. lim —
=0 x%—x x—0 x2 + 2x
3. lim (Va?+1-x 7. lim (vx-Inx)
x—+00 X—+00
. x—2 1
4. lim 8. lim x {—J
x—2% \/x2 -4 x—0* X

Le plan est muni d’'un repére orthogonal (O ;T ,7) Démontrer que la
courbe représentant la fonction f admet une asymptote en +oo et étudier sa
position locale au voisinage de +oo par rapport a cette asymptote.

On considere la fonction f définie sur R par

fx)=x—-In ete )

1. Vérifier que pour tout x e R :

fx)=In(2) - In(1 + e %)
=1n(2)+2x—In(1+e%).

2. Déterminer les asymptotes a la courbe représentative de f en —oco et en
+00.

I85Y  On consideére la fonction f définie sur R par : Vx € R, [f(x) = xsin(x).

1. Proposer une suite (u,),, tendant vers +oo telle que la suite (f (un))n tende
vers +oo.

2. Proposer une suite (wy), tendant vers +oo telle que la suite (f(wy)),
converge vers 0.

3. La fonction f admet-elle une limite en +oo? Justifier.

I8l Démontrer les équivalents ci-dessous entre fonctions.

L Va2+1+Va2-1 ~ 2 3. sin(e*-1) ~ «x

x—+00 x—0
VX —e¥ + 222

In(x+1) 1 4 -
" Vxln(x) - /x+x+18 x—+oo

2 Th 1

oo x1n(x)

N

x+vVx ~ x1.

x—0
2. Déterminer un équivalent de la fonction x — y/x+ v/x au voisinage de
+00.

117 1. Démontrer ’équivalent suivant au voisinage de O :

Soit & € R, % fixé. On définit la fonction f sur R par

In(x)+1-x 22 _Bx+1

L f)=——%— 3. f(x)zu
x+x 5x 1 .
) = x_2 six=1,
2. fx)= -x = —xe¥+1- =
f 1+x2 4. fl)=—xe " +1-3x —2x+k sinon.
Pour quelle(s) valeur(s) de % la fonction f est-elle continue sur R ?
UTBM 14
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Soit (a,b) € R? et f la fonction définie sur R par : 2. Pour approfondir

x2+0b six <O,

n
_ . Soit x un nombre réel strictement positif. Calculer lim (1 + f) .
fx) =1 sin(ax) it

sinon. "
x
¢ o . V2-x2 -1
Etudier la continuité de f sur R en fonction des parametres a et b. Etudier la limite éventuelle lorsque x tend vers 1 de : TTnx
Etudier la continuité en 0 de la fonction f : R — R définie par On considere une fonction f définie sur R et a valeurs dans R. On suppose
1 que la fonction x — f(x) — x est bornée sur [2;+oo[. Déterminer lim M
2 : x—+00 x
x L—J six#0,
flx)= x
0 Smon. Léquation x% = 5x — 1 admet-elle des solutions réelles ? Si oui, combien ?

P19 Dans chaque cas, étudier si la fonction f définie sur R* est prolongeable Final 2024. Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f,

par continuité en 0. sur R* = [0, +ool par :
cos(x)—1 e2sinx _ | VxeRY, folx)=(x+1)e"".
Lfia——3a— 3. f:x— . - .
x x 1. Soit n € N*. Donner la limite de la fonction f;, en +oo.
1 i 2. Soi N*. D 1 1 d iati d 0 .
9. f : xsin(x) sin(—) 4 Frxe | sin(x)| . Soit n € resser le tableau de variations de f,, sur [0, +oo[
x x 3. (a) Soit n € N*. Démontrer que '’équation d’inconnue x, f,(x)=n admet
une unique solution dans R*, notée u,,.
Démontrer que chacune des équations suivantes admet une unique solu- (b) Déterminer la valeur exacte de u;.
tion dans l'intervalle indiqué. 4. (a) Soit n € N*. Simplifier ’écriture du nombre £, (lnT”)
1. x5 -x*+1=0dans I =[-1;0], 3. e=2—x dans R, (b) Prouver que pour tout entier naturel non nul n,
2. tanx=x+1dans I =]-%;%], 4. sin(x)+1=xdans I =]%;n|. OSunsln(n).
n
Soit £ une fonction continue sur [0;1] telle que £([0;1]) < [0;1]. Démontrer (c) En déduire que la suite (u,),en+ converge et donner sa limite.
qu’il existe c € [0;1] tel que f(c)=c. 5. (a) Soit n € N*. En partant de I'égalité f,,(u,) = n , démontrer que

Indication : appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a une fonction

bien choisie. _ In(n) In(1+ un).

n n

n

(b) En déduire un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo.
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129

2.

VItz-(1+3)

1. Déterminer lim 5

x—0 X
En déduire qu’il existe une fonction £:[-1;1] — R telle que

2
Vxel[-1;1], v1+x:1+g—%+x2£(x) avec 1irr(1)£(x):0.
e

3. Pour travailler seul

Déterminer, sous réserve d’existence, les limites suivantes :

1.

2.

131

lim (e*- 2+ 1) sin(2x)
xmeo "0 sin(5x)
2 3 n
- z 21 oxt-1
xl_l,IPoox( 1+x) 1+x) 1) 4, 31611% 1 ouneN*,
Etudier si les fonctions ci-dessous définies sur R* sont prolongeables par

continuité en 0.

1.

1 3_

Démontrer que la courbe ¢ représentant la fonction f ci-dessous admet

en +oo une asymptote dont on précisera ’équation.

f : 10,+o00l — R
In(x)-1
—+

3x.
NG X

—

Démontrer que la courbe ¢ représentant la fonction f ci-dessous admet

en —oo une asymptote dont on précisera ’équation.

f o R\{-2v2;2v2} — R
4x3 — 3x2

x - —5—+1
x4—-8

I&7Y Final 2012.

. On définit la fonction f par: f(x) =

1. Dresser le tableau de variations de la fonction

g : ]-1,+o00 — R
x — 10In(1 +x) + x2 + 2x — 10.

. Démontrer que g bijective de ] — 1,+oo[ sur un ensemble J que 1’on préci-

sera.

. En déduire que 'équation 10In(1 + x) + x% + 2x — 10 = 0 admet une unique

solution. On notera a cette solution dans la suite.

2
—10In(1 +
x—n(x). On désigne par ¥

sa représentation graphique dans un repére orthogonal du plan. Donner
Iensemble de définition & de f.

5. Déterminer les limites de f aux bornes de Z.

6. Démontrer que la courbe ¥ admet la droite A d’équation y =x — 1 pour

asymptote au voisinage de +oo.

UTBM
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Résolution d’équations a variable complexe

1. Les essentiels

Résoudre dans C les équations suivantes d'inconnue z :

22—\/§z—i=0,
22— (3+4i)z—1+5i=0,
24— (2+0)22+1-i=0,
23 =4v2(1+1i)

22+z+1=0,

1.
2. 28+422+1=0,

3. 22-2c0s(0)z2+1=0, ou O €R,
4,

22-(1+2i)z+i-1=0,

S

IBY Déterminer les racines

1. carrées de 11+4iv/3,
2. cubiques de 8i,

3. sixiémes de —27,

4. cubiques de 4(v/3—1i).

IBYf On considére 'équation d’inconnue Z € C suivante :
(E) : Z*-2iZ-2=0.

1. Résoudre (E).

2. Soit z un nombre complexe écrit sous forme algébrique z =a +ib avec a
et b des nombres réels. Déterminer le module et un argument de e?.

3. En déduire les solutions de I’équation (S) ci-dessous d’inconnue z € C :

(S) : e -2ie?—2=0.

Ik1.Y Résoudre dans C les équations suivantes :

1. =1, 4. e#—2e7%+2=0,
2. % =2i, 5. 22 =1+iV3,
3. e =3 +3i, 6. e =—1.

Soit n un entier naturel supérieur a 2.

1. Calculer la somme et le produit des n racines n-iémes de I'unité.

nl (2
2. En déduire Z cos(—n).
k=0 n

TN  Soient n € N,n = 2 et w une racine n-iéme de 'unité telle que w # 1. On
pose :

n
S=)Y kot
k=1

En calculant (1 - w)S, déterminer la valeur de S.

2. Pour approfondir

T3y VMédian 2011. 1.

(b) Déduire de la question précédente les solutions dans C de I'’équation
d’inconnue z : 4

(22+1)
=1
z—1

On donnera les solutions sous forme algébrique.

(a) Résoudre dans C 'équation Z* = 1 d’inconnue Z.

2. (a) Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal direct (O U ,7).
Placer les points A, B et C d’affixes respectives :

3
a=-2, b=———-—-i et c=——+—1.
5 5

5
(b) Prouver que les points O,A,B et C sont situés sur un cercle que 'on
déterminera.

3. (a) Placer le point D d’affixe d = —%.

(b) Exprimer sous forme trigonométrique le nombre complexe z’ défini

par : a-c

z :d—c.

(¢) En déduire le rapport %.

(d) Quelle autre conséquence géométrique peut-on tirer de ’expression
de z'?
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1+ .
142 1. Déterminer les racines carrées de l. 3. Pour travailler seul
- 1+1 . +1
2. Ecrire le nombre complexe ﬁ sous forme exponentielle. 147 1. Déterminer les racines carrées de sous forme algébrique.
P /4 . (T .. +1 .
3. En déduire les valeurs de cos (g) et sin (g) 2. Ecrire le nombre complexe sous forme exponentielle.
3. En déduire les valeurs de cos (l) et sin (i)
IEYY  On pose E = C\ {1} et on considere l'application f : E — C* 12 12
2
— . 21 21
® (-1 On considere le nombre complexe u = cos (—) +1i sin(—). On pose en-
1. Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 — 6i. core : 7 7
2. Résoudre dans C I’équation f(z) = 4—13i' S=u+u?+u* et T=u?+u®+ub.
3. Démontrer que f(E) = C*. On ne demande pas de calculer explicitement 1. (a) Simplifier u”.
un antécédent de a € C* par f. (b) Calculer la somme 1+u+u?+---+ub.
4. Soit 6 un nombre réel tel que 0 < 6 < 27. (c) Calculer le produit uu?u®...uS.
; .. 0
(a) Démontrer que e’ —1=2isin (g) e'z, 2. (a) Montrer que S et T sont deux nombres complexes conjugués.
(b) En déduire la forme exponentielle du nombre complexe f(ei). (b) Donner la valeur de S + T et calculer S x T'.
5. On considére 'ensemble A = {z € C, Re(z) = 1}. Démontrer que (c) Démontrer que la partie imaginaire de S est positive.

F(AN{1}) =] — 00,01 (d) En déduire les valeurs exactes de S et T'.
3. Calculer la somme :
. (2m . (4m . (87
1YY  Soit n e N*. sin 7 +sin 7 +sin 7 .
1. Résoudre dans C I’équation (z +i)" = (z —i)" d’inconnue z.

. L, 5, . .6 _ 9e
2. Démontrer que cette équation admet exactement n — 1 solutions, toutes ) Final 2021. 1. Résoudre, dans C I'équation (E) : 2° =8, d'inconnue .
réelles. 2. Dans le plan ci-contre, représenter les solutions de (E) sur le cercle &

dont on indiquera la valeur du rayon R.
IEY%Y  On définit application exp : C — C par
exp(z) =e“(cosy +isiny), ouz=x+1iy avec (x,y)€ R 5
1. Expliquer pourquoi la valeur 0 n’est pas prise par la fonction exp.

2. Pour a € C*, résoudre dans C I’équation d’inconnue z : exp(z) = a.

3. En déduire que exp(C) =C*.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N le nombre complexe
(V3+1i)" est-il réel ?
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1.

Dérivabilité

Les essentiels

Dans chacun des cas suivants :

1. f:x—1In(lnx),oua=e

2. f:x— V5+sinx,oua=0

1
3. f:len(1+x

151

153

 préciser sur quel ensemble la fonction f est dérivable et calculer f/,
o déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f

au point d’abscisse a.
1+x

oua=0 . XN
—x)’ 6. f:x—x",oua=1.

Calculer la dérivée de la fonction f et dresser le tableau de variations de
f (en ayant déterminé les limites aux bornes de I'ensemble de définition de f).

2 x
x“—-3x+1 e
Vi e 3. f:ix—
e e v e
Cfix—(x—1)vVx 4. fix—Vxe™.
Calculer la dérivée n-ieme des fonctions suivantes :
fix— e 3. h:x—xe*
1
S8 T 4. ¢ :x— cos(2x).
Etudier la dérivabilité des fonctions f, g, h et u définies par :

f(x):xzcosl, six#0, et f(0)=0,
X

Cxlva?-2x+1
B x—1

g(x) ,six#1 et g)=1,

h(x) = sin(x) sin (1) , sixZ0 et h(0)=0,
X

x
u(x) = ——, pour tout x € R.
W= P

La fonction ¢ est définie sur [1;+oo[ par ¢(x) = <

4, f:x»—»exp(l—),oﬁa:O
—x

5. f:x-—»ln(x+Vx2—1),0f1a:1

Etudier la dérivabilité de la fonction f : x—xyx sur R*.

Déterminer deux réels a et b tels que la fonction f définie comme suit sur

R* soit dérivable sur R** :

Vx sixe[0;1],
ax?+bx+1 six>1.

VxeR", f(x)={

X

o

1. Calculer ¢'(x) pour tout x € [1;+oo[. Démontrer que ¢ est une bijection de
[1;+ocl sur un intervalle J que I'on précisera.

2. On note ¢! la bijection réciproque de ¢. Calculer (¢~ 1)’ (%) )

Soit f : R — R définie par : Vx € R, f(x) = x% + x — 2. Démontrer que f est
bijective et calculer (£~1)'(0).

En utilisant le théoreme des accroissements finis, démontrer que :
1. VxeR", —x<sinx<x ;
2. VxeRY, In(1+x)<x ;
3. Vx>0, L <In(x+1)-Inx < %

> ox+1 T

Démontrer a 'aide de I'inégalité des accroissements finis que :

V(x,y) € R?, |sinx —siny| < |x— yl.

-1 1
Final 2024. Dans cet exercice, on admet que lin&% =5
x— x
On consideére la fonction f définie sur R par :
-1
Fo=9"1 Gix0 e FO=0.
x

1. (a) Démontrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0).

(b) Justifier que f est dérivable sur R* et calculer f'(x) pour tout réel x
non nul.

2. La fonction f’ est-elle continue en 0? Justifier.
3. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que :

VxeR, |f(x)l<1.
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2. Pour approfondir

IlJY On consideére la fonction dérivable f : R — R définie par :

e’ —e™™
Vx eR, = .
x f) et +e™*
1. (a) Vérifi VEIRf()l—2
. (a) Vérifier que : VxeR, f(x)=1- .
d e +1

(b) En déduire le sens de variation de f, ainsi que les limites de f en
+00 et en —oo.

2. Démontrer que :
VxeR, f(x)=1-(f(x)?.
3. (a) Démontrer que [ est bijective de R sur un intervalle J que I'on
précisera.

(b) Justifier que ! est dérivable sur J et donner une expression simple
de (1) (x) pour tout x € J.

Soit I un segment de R et f : I — R une fonction dérivable sur I. On
suppose que f(I) cI et qu’il existe un réel &k € [0, 1] tel que
vxel, |f'(x)<k.

On considere une suite (u,) définie par

upgel et VneN, upi1=/[f(uy).

1. Prouver que I'équation f(x) = x admet une seule solution sur le segment I.
On la notera a.

(b) On pose I = [1,1]. Prouver qu'il existe un réel % € [0, 1 tel que pour
tout x € I, |f'(x)| < k.

(c) Etudier la convergence de la suite (u,,) définie par

1
ug= 3 et VneN, upi1=7F(uy).
163 1. A l'aide du théoréme des accroissements finis, prouver que :

b4
Vxe [O;E[’ 0 <tanx—x < x(tanx)?.

2. On considere la fonction f : |-%; 2 — R définie par :
tanx | 40
—— six#0,
f)=4 «x
1 six=0.

(a) Etudier la parité de f.
(b) Démontrer que f est continue sur ]—%;% .
(c) Démontrer que f est dérivable en 0 et calculer f'(0).

(d) Justifier que f est dérivable sur 7 = |-%;0[U]0; [ et donner l'ex-
pression de f'(x) pour tout x € Z.

Final 2017. Soient n € N* et la fonction f;, : R — R définie par :

VxeR, frlx)=e™ i%

n

2. Montrer que: VneN, |upi1—al<klu,-al 1. En remarquant que pour tout réel x, f,(x)=e™* ( Z Z—) justifier que

3. En déduire que: VneN, |u,—al<k"luo-al fn est dérivable sur R et démontrer que : )

4. Conclure quant a la convergence de la suite (). "

/ _
5. Application : on définit la fonction f par f(x) = ﬁ VeeR, fol0)=-e n!’
(a) Donner I'’ensemble de définition de f et dresser son tableau de varia-
tion. 2. Démontrer que : Vx€[0,1], |fi(x)|<—=
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3. Appliquer I'inégalité des accroissements finis a f, sur l'intervalle [0, 1].

4. On considére la suite de terme général u, =e f,,(1) pour n € N*,

(a) Utiliser la question 3 pour démontrer que (u,),,cn+ CONverge.

LA |
(b) En déduire la limite lim —.
n—-+oo = k!
3. Pour travailler seul
165 1. Démontrer que : Vx> —1, In(1+x) < x.

2. En déduire que pour tout entier naturel n = 2,

1\" 1\
(1+—) Ses(l——) .
n n

Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b. Soit f une fonction continue sur le

segment [a, b] et dérivable sur Ja, bl telle que f(a)=f(b) =0.
1. Démontrer que : Ic€la,bl, f'(c)= @
Indication :considérer la fonction g :x— %

2. Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Final 2014. Soit f :R — R la fonction définie par :

x+ six <0,

—-x
e-1
x

VxeR, f(x)=

sinon.

1. Démontrer que f est continue en 0.

2. Démontrer que f est dérivable a droite en 0 et donner f G’Z(O). On pourra

xZ

utiliser 'équivalent suivant : e* — 1 — x( 0 T
x—>

3. Démontrer que f est dérivable a gauche en 0 et donner fé(O).

4. La fonction f est-elle dérivable en 0?

5. Déterminer les limites éventuelles de f en +oo et en —oco.
6. On désigng par % la courbe représentative de f dans un repére ortho-
normé (O, 1, j).
(a) Déterminer I'équation de 'asymptote A a € au voisinage de —oo.

(b) Déterminer les positions relatives de A et de €7 sur l'intervalle
1—00,0].

(c) Déterminer 'équation de la tangente a €7 en 1.
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Polynomes

1. Les essentiels

Déterminer tous les polynémes P € C[X] tels que P(X +1) = P(X). On
pourra s’intéresser a I'ensemble des racines de P.

Déterminer tous les polynémes P € C[X] tels que P(X2) = (X2 + 1)P(X).
On raisonnera par analyse/synthese. Si un tel polynéme P existe, on donnera
son degré et on calculera P(1) et P(i2).

Effectuer les divisions euclidiennes de
1. X*+X?+X +2par X2-3

X4-X3+X-2par X?-2X +4

3X%+2X4-X2+1par X3+ X +2

4X3 +2iX? par X +i.

L

IV Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par :

X+3 2. X2-6X-16 3. (X +3)2%(X +2).

=

I¥P] Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne :
du polynome X" + X + 1 par le polynéme (X — 1)
du polynome X" +nX + 1 par le polynéme X2 —3X +2

W e

du polynéme (cos(8)X +sin(9))" par le polynéme X2 + 1.

Déterminer le reste de la division euclidienne de (X + v/3)?°2% par X2 + 1.

Déterminer deux réels a et b pour que aX25 + bX2* + 1 soit divisible par
(X -17

Dans R[X] et dans C[X], décomposer les polyndmes suivants en produits
de polynomes irréductibles.

5. X2+X +1
6. X*+X2+1.

3. X6+1
4. X'-1

1. 4X2-X-3
2. X3-8

2. Pour approfondir

Final 2018. Le but de cet exercice est de prouver que la fonction exp définie

sur C par :
Vz€C, exp(z) = e"® [ cos (Im(2)) + i sin (Im(2))]

n’est pas polynomiale.
1. Résoudre dans C I’équation exp(z)=1.

2. Supposons qu’il existe P € C[X] vérifiant : Vz € C, P(z) = exp(z). Quelles
sont les racines du polynéme @ =P —1?

3. Que peut-on dire d’'un polynéme admettant une infinité de racines?

4. Démontrer que la fonction exp n’est pas une fonction polynomiale.

Meédian 2010. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considere le
polynéme P € C[X] défini par :

P=1+X)"-X".

—

. Quel est le degré de P ? Donner son coefficient dominant.

[\]

. Démontrer que si z est une racine de P alors Re(z) = —%

o

(a) Démontrer que, pour tout réel x,
e —1= 2isin(f) ez,
2

(b) Déterminer les racines de P. On les exprimera en fonction des racines
n-iémes de 'unité.
(c) Ecrire chaque racine de P sous forme exponentielle. En déduire le
module et un argument de chacune de ces racines.
n-1

4. On note z1,29,...,2,-1 les racines du polynome P. Calculer Z —.
k=17%k

5. Résoudre dans R, en discutant suivant les valeurs de I’entier n = 2, 'équa-
tion ci-dessous d’inconnue x :

(1+x)" =x".
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n xk
Soit n € N*. Démontrer que le polynéome P =1+ )_ i n’a que des racines
k=1 """

simples dans C.

Final 2012. Pour tout entier naturel n non nul, on définit le polynéme
P, eR[X] par:
P,(X)=nX""'—(n+1X"+1.

1. Calculer son polynéme dérivé P, (X).

2. Démontrer que 1 est la seule racine multiple de P, (X).

3. On considere la fonction polynémiale f : R — R définie par :

2 3

f)=1+x+x°+x°+---+x", ouneN*.

(a) Enidentifiant f(x) comme étant la somme des premiers termes consé-
cutifs d’'une suite géométrique, calculer de deux facons différentes

f'(x) pour x # 1.
(b) En déduire le quotient de la division euclidienne de P,(X) par le
polynéme (X —1)2.
4. On note Q(X) le quotient de la division euclidienne de P4(X) par (X —1)?
et on désigne par a,b et c les racines complexes du polyndéme Q(X).
(a) Factoriser Q(X) en fonction de a,b et ¢ dans C[X].

(b) Calculer la somme :

1 1 1
o=—+—+—.
ab bc ac
180 1. Soit P = X2-4X +5. Décomposer le polynéme P en produits facteurs

irréductibles dans C[X].

2. On considere le polynéme suivant de C[X] :
Q=X3-(1+20)X?-3X-1+2i.

(a) Démontrer que @ a une racine en commun avec P.

(b) Effectuer la division euclidienne de @ par X — a ou a est la racine
commune a P et @ trouvée a la question précédente.

(c) En déduire la décomposition de @ en produits de facteurs irréduc-
tibles dans C[X].

181 1. Déterminer les racines cubiques de —1 c’est-a-dire les solutions de

I’équation (E) suivante :
(E):2°=-1
2. On note w la solution de (E) dont la partie imaginaire est strictement
positive.
(a) Vérifier que w +w = 1.
(b) Démontrer que w et @ sont les solutions de 'équation z%2-z+1=0.

3. Soient n un entier naturel non nul fixé, et le polynéme
PX)=X*"-(X-1)"+X"+1

(a) On admet que P(@) = P(w)
Démonter que P est divisible par X2 - X + 1 si, et seulement si,
P(w)=0.

(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur n pour que le

polyndéme P soit divisible par X2 —-X +1.  On rappelle, d’aprés 2(b),

que w-1=w?

4. En utilisant ’écriture algébrique de P(w), déterminer le reste de la division
euclidienne de P par X2 -X +1.

Soient p et g deux entiers naturels. Obtenir une relation entre coefficients
binomiaux & 'aide de I’égalité : (1+X)?(1+X)? =(1+X)P*9,

3. Pour travailler seul

On désigne par 6 un nombre réel tel que —7 <0 <7 . On pose u = 1+e'®
1. Ecrire 1+e'? sous forme exponentielle.

2. Montrer que u est solution dans C de 'équation d’inconnue z :
22 —(2+2c0s6)z +(2 +2cos0) = 0.

En déduire la seconde solution de cette équation.
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Soit n un entier, n = 2. On pose :

VzeC, P()=1+z+z2+---+2" 242771,

1. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

2. En déduire la factorisation de P(z).

n-1 ikn
3. En calculant P(1), prouver que : [] l—e% =n.
k=1
n—1 A
4. En déduire que : sin(;”) = S
k=1

Final 2016. Soient n un entier naturel non nul, et P un polynéme unitaire
de R[X], de degré n.

1. Soit @ € R, démontrer que : Vz€C, |z — a| = [Im(2)|.

2. On suppose dans cette question que le polynéme P est scindé sur R. En
utilisant une factorisation de P, démontrer que : Vz € C, |P(z)| = |Im(z)|".

3. On prend dans cette question P =1+ X?3.
(a) Donner une décomposition de P en produits d’irréductibles de C[X].
(b) Trouver zg € C tel que |P(zo)| < [Im(zg)|3.

4. On suppose dans cette question que : Vz € C, |P(2)| = |Im(z)|*. Démontrer
que toutes les racines de P sont réelles. En déduire que P est scindé sur
R.

5. Enoncer clairement le résultat obtenu dans cet exercice.

Final 2019. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considére le poly-
nome = P,(X)=X"-(X-1)".

1. Résoudre dans C I'équation P,(z) = 0 d’'inconnue z. On exprimera les
solutions en fonction des racines n-iémes de 'unité.

2. Vérifier que, pour tout réel 9, 1-e'’ =-2i sin (g) eis.

3. Déterminer les écritures exponentielles des racines complexes du poly-
nome P, (X).

Final 2014. On considere le polynéme a coefficients réels :

P(X)=X*-2X3+3X2%2-2X +1.

On admet que ce polyndéme admet une racine complexe, non réelle et double
notée a (a ¢ R). Le but de cet exercice est de déterminer a.

1.
2.
3.

Que peut-on dire de P(a) et de P'(a)?
En déduire que « est aussi une racine double de P.

Montrer que la factorisation de P dans C[X] est donnée par :

P(X)=(X -a)*(X -@)°.

4. En déduire la factorisation de P(X) sur R[X].

5. Exprimer P(0) en fonction de || et en déduire |a|.

6. Développer 'expression donnée a la question 3 et déterminer a.
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Fonctions trigonométriques réciproques

Compléter le tableau des valeurs remarquables ci-dessous.

2n

>
(=]
S}
IR
B
o
B
ot
3
ot
B
S
3

cos(0)

sin(6)

En déduire les valeurs de :

1 1
arcsin(§), arccos(—§), arctan(1l), arcsin(0).

kB8 Calculer :

4n

2
arccos(0), arccos(—1), arcsin(%), arctan(\/g), arcsin(sin(?)).

1IN Soit xe[-1,1].

1. Développer les expressions ci-dessous puis les exprimer sous la forme d'un
polyndéme du second degré :

cos(2arccos(x)), cos(2arcsin(x)).
2. Démontrer que :
(a) cos(arcsin(x))=vV1—x2 (b) sin(arccos(x)) = V1 —x2.

IRl  Démontrer la formule ci-dessous :

Vx €[-1,1], arccos(x) + arcsin(x) = g

X
Démontrer que pour tout réel x positif, Toa2 < arctan(x) < x.

52

Soient f et g deux fonctions définies par :

f x-—»arctan( ), g : x— arcsinx.

X
V1—x2

1. Déterminer les domaines de définition de f et de g.

2. Déterminer les points ou f et g sont dérivables et calculer leurs dérivées.

3. En déduire une relation entre f et g.

194

® oo

195

196

X
e

Justifier que la fonction f est définie et dérivable sur R.

On considere la fonction f : x — arcsin(

Calculer f'(x) pour tout x € R.

En déduire une expression simplifier de f(x) pour tout x € R.

4
Résoudre ’équation suivante : arccos(x) = 2arccos (E)

Démontrer les formules ci-dessous :

1. Vxe[-1,1], arccos(—x) = —arccos(x) + 7.

[\]

. Vx>0, arctan(x) + arctan(1/x) = 71/2.

1
. Vx € R, cos(arctan(x)) = .
V14 x2

Vx€R, sin(arctan(x)) = —
. Vx € R, sin(arctan(x)) = .
V14 x2

Démontrer la formule ci-dessous pour tout x € [0,1] :

arcsin(x) = arccos (\/ 1- xz) .

En déduire une formule analogue pour x € [-1,0].
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