MT1A - MT1D - A26

TD 1 - Les nombres complexes

Les nombres complexes

1. Opérations sur les nombres complexes

Ecrire sous forme algébrique :

.(1 vﬁ) 3. (1+i)1-2i)
1. i|=———1
3 3

9 1 . " 1- i. 1+ 31: ‘
4-31 3+21 2-3i
n Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
A= (2+l)(1—l)2 C= 3+2l_1—2l
1+ 1-1i
1+2i 1+i
B= D= -
1-i V3-i

Dans chacun des cas suivants, représenter I’ensemble des points M d’af-
fixe complexe z vérifiant 'équation :

a) lz+i=0 | b) lz-2+il=1 ©) 122+1-i=3

n Déterminer I'ensemble des nombres complexes z vérifiant :

z—1

=1.
z+3

B Dans chacun des cas suivants, représenter I’ensemble des points M d’af-
fixe z ou z vérifie 'équation donnée :

a) Re(z+1)=0 | b) |21=2 o) Jz+1 =zl

n Résoudre dans C I'équation (¥) d’inconnue z : (E) : 2-2z+2=0.

Résoudre dans C I'équation (¥) d’inconnue z : (E) : 2z2-2+6i==z.

n Soient a, b, ¢ et d des nombres réels tels que ¢ +id # 0. On pose :

a+ib
z= —.
c+id

1. Trouver une relation entre a, b, ¢ et d pour que z soit un nombre réel.

2. Trouver une relation entre a, b, ¢ et d pour que z soit imaginaire pur.

n Soient z et z’ deux nombres complexes. Les affirmations ci-dessous sont-
elles vraies ou fausses? Le démontrer.

Ay : Siz—z=0alorsz=0.
Ag : Silz|=1letquel|z+2z'|=1alorsz =0.
Az : SiIm(z+2z')=0 alors z et z’ sont conjugués.

A4 : Siz estsur le cercle trigonométrique alors 1/z I'est aussi.

Ecrire sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle le nombre

1 :
complexe _1+i—\/§(1—i)
= 1+ '

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

4
1-iv3 1+iv3
z1= l\./_, 22=¥, et z3=(1-1)°
1+ 2-21

On considere les nombres complexes z; et zo définis par :

V6-iv2
21=— et

=1-1i.
3 29 i

1. Donner la forme exponentielle de z125 et de z—;
2. Déterminer la forme algébrique de z—;

3. En déduire les valeurs exactes de cos (%) et de sin(l”—z).
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. sin(2x)cos(3x),

. COSs

Soit x € R, linéariser les expressions suivantes :

3. cos®x+2cos?x,
2 x.sin? X, 4. sin®(3x) + cos2(2x).
i0

, e
Soit 0 €] -, n[. Ecrire ———
elf +1

sous forme algébrique.

Soit n € N. A quelle condition nécessaire et suffisante sur l'entier n le

nombre complexe (V3+1i)" est-il réel ?

2. Résolutions d’équations a variable complexe

1. carrées de 11+4iv/3,

. cubiques de 8i,

1. z2°+z+1=0,

2. 8+22+1=0,

3.

4. 22—(1+2i)z+i-1=0,

Résoudre dans C les équations suivantes d’inconnue z :
22-V3z-i= 0,

22— (3+4i)z-1+5i =0,
224 —(2+1)22+1-i=0,
23 =4v2(1+1)

2
6

22— 2cos(0)z2+1=0, o1 O €R,

e

Déterminer les racines
3. sixiemes de —27,
4. cubiques de 4(v/3 —i).

On considere 'équation d’inconnue Z € C suivante :

(E) : Z®>-2iZ-2=0.

1. Résoudre (E).

. Soit z un nombre complexe écrit sous forme algébrique z =a +ib avec a

et b des nombres réels. Déterminer le module et un argument de e?.

. En déduire les solutions de I’équation (S) ci-dessous d’inconnue z € C :

(S) : e —2ie?—2=0.

Résoudre dans C les équations suivantes :

ef=1, 4. 6 -2e7%+2=0,
2. e =2i, 5. €2 =1+i3,
3. e =3 +3i, 6. e =-1.

pose :

Soit n un entier naturel supérieur a 2.

Calculer la somme et le produit des n racines n-iemes de 1'unité.
n-l 2km

En déduire Z cos (—)
k=0 n

Soient n € N,n = 2 et w une racine n-iéme de l'unité telle que w # 1. On

S=Y ko™
k=1

En calculant (1 - w)S, déterminer la valeur de S.

3. Pour approfondir

i . 1+1 i
1. Déterminer les racines carrées de 7 sous forme algébrique.
2

3 1+1:
Ecrire le nombre complexe ﬁ sous forme exponentielle.

En déduire les valeurs de cos (g) et sin (%)

Soit n € N*.

1. Résoudre dans C I’équation (z +i)" = (z —i)" d’inconnue z.

Démontrer que cette équation admet exactement n — 1 solutions, toutes
réelles.
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P23 Médian 2011. 1.

(b) Déduire de la question précédente les solutions dans C de I’équation

d’inconnue z : (2z+1)4_1
z-1)

On donnera les solutions sous forme algébrique.

(a) Résoudre dans C I’équation Z* =1 d’inconnue Z.

—

2. (a) Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal direct (O; % , v
Placer les points A, B et C d’affixes respectives :

1
b=zl
5 5

a=-2, et c=——+-1.
5 5
(b) Prouver que les points O,A,B et C sont situés sur un cercle que 'on
déterminera.

3. (a) Placer le point D d’affixe d = —%.

(b) Exprimer sous forme trigonométrique le nombre complexe z' défini

par : . a-c

*74

— c :
1. CA
(c) En déduire le rapport 5.

(d) Quelle autre conséquence géométrique peut-on tirer de I'expression
de z'?

4. Pour travailler seul

1. Soient z et z’ deux nombres complexes. Démontrer ’équivalence :

2

/
yAR—

(2)? = z=2' ouz=—2".

\/2+\/§+
2

Calculer z2 et I'exprimer sous forme algébrique.
in/8)2

i\/2—\/§

2. (a) On considére le nombre complexe z = 3

(b) Déterminer la forme algébrique de (e

3. En déduire les valeurs de cos (%) et sin(%).

)

m En utilisant Pécriture algébrique des nombres complexes, déterminer
I’ensemble des points M d’affixe complexe z tels que |z| = 2|z —i].

Représenter I’ensemble des points M d’affixe complexe z vérifiant 'équa-
tion :
lz+2|=1.

m Ecrire les nombres complexes suivants sous forme exponentielle :

1+t
TP

C(-1+0)°

2 a5

21
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S’exprimer et raisonner en mathématiques

1. Les essentiels

m Soit f une fonction de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs
les expressions suivantes :

6. f n’a jamais les mémes valeurs
en deux points distincts

1. f ne prend que des valeurs po-
sitives

. f annule 7. f est la fonction nulle

.y 8. f s’annule une seule fois
. [ est majorée

9. f est paire

10. f atteint toutes les valeurs de
I’ensemble N.

2
3
4. f est bornée
5

. f n’est pas la fonction nulle

Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction a valeurs
réelles définie sur I. Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes :

1. Vxel, f(x)#0

2. VyeR,Axel, f(x)=y
3. AIMeR,Vxel,|f(x)<sM
4. Vxel,(f(x)>0=>x<0).

Vxel, f(x)<0
Va>0,3xel, f(x)=a
IMeR,Vxel, f(x)+M=0
Vxel,(f(x)=0=>x=0).

® =N e o

Ecrire, sans justification, la négation des assertions suivantes :
1

(P1) : ¥e >0, IM €10, +0ol, VxR, (x> M= = <),
X

(P2) : Ya€eR, (azO ou a;«éO).

Etant données P, @ et R trois assertions, vérifier en dressant les tables
de vérité que :
Pou(® et R)=(P ou@)et (P ouR).

m Soient P et @ deux assertions. A I'aide de tables de vérité, simplifier les
assertions :

1. (P=Q) et (non(P) = Q) | 2.Qet(Q = P).

m Soient P et @ deux assertions. A 'aide d’'une table de vérité, vérifier que
lassertion [(P = non(Q)) et @] et 'assertion [non(P) et @] sont synonymes.

2. On se donne deux nombres réels a et b. On considere I'implication ()
suivante :

1. Si P et @ sont deux assertions logiques, rappeler la négation et la
contraposée de P = Q.

(3k€Z,a=>b+2kn)= sin(a) =sin(b).
(a) Cette implication (%) est-elle vraie ?
(b) Ecrire la contraposée de I'implication (x).
(c) Ecrire la négation de I'implication (%).

(d) Ecrire la réciproque de 'implication (x). Cette réciproque est-elle
vraie ? Pourquoi ?

E Soit f une fonction définie sur R et a valeurs réelles. On note &2 et 2 les
assertions suivantes :

P . « f est une fonction affine »
2: JaeR,V(x,y)€e IRZ, f@x)—f(y)=alx—y).

1. Limplication & — 2 est-elle vraie ? Justifier.
2. La réciproque de & — 2 est-elle vraie? Justifier.

3. Que peut-on en déduire?

2. Pour approfondir

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, Ientier n2 +n
est pair.

m Soit @ un nombre réel vérifiant : Ve >0, |a| <e. Démontrer que a =0.
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On cherche a démontrer par analyse-synthese que les fonctions f:N— N
vérifiant () V(m,n)eN2, f(m+n)=f(m)f(n), et n’étant pas la fonction

nulle sont exactement les fonctions f, : N — N avecaeN.
n — a”

1. Analyse. On suppose que f :N — N vérifie (x) et que f n’est pas la fonction
nulle.

(a) Démontrer que f(0)=1.
(b) Démontrer par récurrence que : VneN, f(n)=f(1)".

2. Il existe donc un entier a € N tel que f = f,, (cet entier a étant f(1)). Létape
d’analyse est alors achevée. Rédiger maintenant ’étape de synthese et
conclure.

m On cherche a déterminer toutes les fonctions f définies sur R a valeurs
dans R telles que :

VxeR, VyeR, fx)f(y)—flxy)=x+y.

1. On suppose qu'une telle fonction f existe. Démontrer, en raisonnant par
Pabsurde, que f(0) =1.
2. En déduire 'expression de f(x) pour tout nombre réel x.

3. Conclure en raisonnant par analyse-synthese.

3. Pour travailler seul

Soit f une fonction définie sur un intervalle réel I a valeurs réelles.
Exprimer verbalement les assertions suivantes :

1. 3CeR, Vxel, f(x)=C,

2. Vxel, (fx)=0==x=0),

3. Vxel,Vyel, (x<y= f@)<f(y),

4. danslecasoul=R :VxeR, f(x+m)=7[f(x).

On considére I'assertion (P) : Yx€R, (x?>5= x> /5). Ecrire la néga-
tion de (P). Lassertion (P) est-elle vraie ? Justifier la réponse.

1. Démontrer, a 'aide d’'une table de vérité, que I'assertion suivante
est une tautologie :

non(P et @) <— (non(P)) ou (non(Q))

En déduire la négation de I'assertion suivante : «La fonction f est injective
et surjective».

2. Démontrer que I'assertion suivante est une tautologie :
((non(P) = Q) et non(@)) = P.

A quel raisonnement correspond ce résultat?

« Si je vais au cinéma, alors je porte mes lunettes et je ne dors pas. Si je
ne dors pas, alors je mange des pop corn. Je ne mange pas de pop corn. » Que
peut-on en déduire ?

O Je dors.

O Je ne dors pas.

O Je ne vais pas au cinéma.

O Je ne porte pas mes lunettes.

O Je vais au cinéma et je dors.
O Je ne porte pas mes lunettes
et je ne vais pas au cinéma.

253 Les phrases suivantes signifient-elles A=>BouB=>A?
Si A, alors B.

Pour que A, il faut que B.

Pour que A, il suffit que B.

A est une condition suffisante pour B.

A est une condition nécessaire pour B.

A deés que B.

A est faux si B lest.

.\1.@91.*"9\"!\’!—"
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Trigonométrie et compléments de calcul

algébrique

1. Equations et inéquations

(Eq1):
(E2):

2. x3+5x<6x

Encadrer x+y,x—y,xyet % sachant que x €[3;6] et y € [—4;2].
Démontrer que, pour tous réels x et y on a : x|+ |y| < |x+y|+[x—yl.

Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue x :

lx] = -5 | (By): [x2-1]=2.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = [x] + (x — |x] )2.
Démontrer que : VxeR, |x+1]=|x]+1.

En déduire que : VxeR, flx+1)=1+f(x).

Tracer la courbe représentative de f sur 'intervalle [—2;2].

Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue x :

lx—=5]=2]x+5]|
[2—x|+]2x— 1] =2

(E3): x+|x—-1|=1+|x|
(Eg): 222+ |x—1=|x+1].

Résoudre dans R les inéquations suivantes d’inconnue x :

4. |x=2|+]x-1<3

x 1
>

x—4 x+5

2 5. |1-2x%|=3

[5-—x|<2 6. x2+|x—1|—|2x+1|<0

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1. Va2 —x-2=|x-2]
2. Va2 —x-2=2x-2
3. Vi-x2 <sm-xoumceR.

m Soit m € R. Résoudre dans R I'’équation vm +x—+v1+x =1 d’inconnue x.

1. Démontrer que :
(a) V(a,b)e(R+)2, vVa+b<a+Vb,
(b) Y, eRZ, x—yl+Iyl=Vixl et x—yl+VIxl= /Iyl
2. En déduire que : V(x,y) e R?, /Ix—yl = |VIxT = v/1y1].

2. Trigonométrie

m Résoudre dans R chacune des équations suivantes d’'inconnue x et placer
sur le cercle trigonométrique les points associés aux solutions.

1. sinxzé 5. 2cosx =3
2. 2sin®x=1 6. 2(cos?x—sinZx)=v?2
3. sin2x+3cosx+%=0 7. 2cos2x+3cosx+1=0
4. sin(2x) = cos(x). 8. tan(x)= V3.

m Résoudre dans [0;27[ les inéquations trigonométriques :

2sinx < V3, 1+2sinx>0, 2sin’x—5sinx+2>0.

bYS Résoudre dans [, 7] les inéquations suivantes :

2

2
2cos(x) =1, |sin(x)| < - cos“x>1.

1
1. Résoudre dans [0,27] I'équation cos(2x) = 3 d’inconnue x.

2. Résoudre dans [-, [ 'équation sin (g) = ? d’inconnue x.
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3. Produits et sommes

m Soient 7 un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les expressions
suivantes avec le symbole )" ou le symbole [] :
A,=204354454+...4 15,
B,=2x4x6x---x(2n—2)x(2n),

Ch)=1-x+x2—23+- +(=1)"x",

e

e n(n+1)2n+1
m 1. Démontrer par récurrence que : Vn e N*, Y k%= %
k=1
n-1
En déduire pour n =2, la somme : Z (i +1).
i=1

2
n n
2. Démontrer par récurrence que : Vn € N*, Z k3 = (Z k) .
k=1 k=1

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

n-1 9l 2n
L ) (2k+1); 3. 23%_1 ; 5. ) (3k-2).
k=0 1=0 k=n
n n 3
2. Y 2%, 4. Z( ——k);
£=0 PR

m Soit » un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

L ¥ ()

. . L. < 1 X
m Soit n un entier naturel supérieur & 2. On pose z =e'».

1. Vérifier que pour tout réel §, 1—e?=-2; s1n(2) i6/2

2. Calculer la somme : 1+ 2z + 22 n-1

+tz
n—1 k

3. En déduire Z sin(—n).
k=0 n

m Soit n € N*. Démontrer que lorsque k est un entier naturel non nul :

11 1 1
S~ —_ =~ Caleuleral
E k+l EEk+1) Cacueraorszk(k+1)

1. Pour % entier, développer la différence : (% +1)% — k3.
n
2. En déduire pour n € N la somme : Z k2.

3. Calculer : 1x2+2x3+3x4+---+nx(n+1).

I 1
KD Ssoit n e N tel que 7 > 2. Calculer kzzln(l - k_2)

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes avec la formule du binéme :
no(n n n 2n 2n
21 Z(—l)k( ) z3f( )
k=0 (k) k=0 k j=1 J

m Soit x € R. Calculer ) (Z) cos(kx).

k=0

m Soit 0 € R. En utilisant la formule de Moivre, exprimer cos460 et sin46 en
fonction de cos0 et sin0.

s 11+
k=1 k=2
on n oun=2.
2. kgb k—nl; 1:[ olxeR Exprimer, pour 6 un nombre réel quelconque, cos(50) en fonction de cosf
et sinf.
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Soient n un entier naturel tel que n = 2 et 0 €] — n,n[. Lobjectif de cet
exercice est de calculer la somme suivante :

z ( )cos(ke)

-1
1. (a) Démontrer que pour tout entier naturel 2 € [1,n], & (Z) = n(z 1)_

(b) En déduire que pour tout nombre complexe z, on a :

n

Z ( )z =nz(l+2)" L.
2. On note w =Y.
(a) Démontrer que 1+w = 2cos(3) els.
(b) En déduire la forme exponentielle de nw (1 + w)" 1,
(¢) Donner alors la forme algébrique de nw (1 + w)* 1,

3. A Taide de I'égalité de la question 1(b), calculer S,,.

Démontrer que :

1. VxeR",VneN,
2. Y(a,b,c)eR3,

A+x)"=1+nx

a?+b%2+c2=ab+ac+bc
4. Pour travailler seul

Pour tout réel x, on note |x] la partie entiére de x. Soit x € R fixé. Démon-

trer que pour tout n €N, |x+n] = x| +n.
T
En remarquant que -3 Z calculer les valeurs exactes de :

sm(ln2) cos(12), tan(lg)

En déduire les valeurs exactes de :

(57r) (57r) (57[)
sin cos|—|, tan|—|.
12 12 12

Soit x € [0, 7]. Démontrer, en raisonnant par récurrence, que :

VrelN, |sin(nx)|<nsin(x).

Soient 7 un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les expressions
suivantes avec le symbole ) ou le symbole [] :

A, =4+42+43 4. 4471

Bp(x) = 2x +4x% + 8x3 + - - + 1024x,
C,=1x2x3x4x---xn,
D, =(2+3%)x(2+3%) x (2+3%) x--- x (2+3%4).

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

n—1 3! 2n
1 ) (3k+2); 8. ) o5s 5. ) (2k-3)
k:O 1=0 k:n
n n 5
2. Y 8%, 4. Y 2k——k),
k=0 k=1 7

En développant (1 + 1)?" et (1 - 1)?* par la formule du binéme de Newton,
simplifier P, et S,,.
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Suites réelles

1. Les essentiels

On considere la suite (u,,),¢n définie par ug=—-1letu;=1et:
1

VrReN, upi2=uUp+1— Z Un.

et b,=2"u,.

1. Démontrer que (a,), est une suite géométrique dont on précisera la raison
et le premier terme ag. Exprimer a, en fonction de n.

On définit les suites (ap),en €t (Bn)ypeny PAT : @y = Ups1 — % Up

2. Démontrer que (b,),, est une suite arithmétique dont on précisera la
raison et le premier terme by. Exprimer b, en fonction de n.

3. En déduire I'expression de u, en fonction de n.

Un
1+3u,’

1
On pose ug = 3 etpourtout neN: upy1=

1. Démontrer que u, >0 pour tout entier n.
1

Uy = —.
Un
(a) Exprimer v,+1 en fonction de v, pour tout entier n.

2. On pose : VneN,

(b) En déduire ’expression de u, en fonction de n pour tout n.

1. Soit a et b deux constantes réelles. On considere une suite (©,),en
vérifiant pour tout entier naturel n :

Unt2 =QUpy1+buy.

On suppose que 'équation x% = ax+ b d’inconnue x admet au moins une

solution ¢. Démontrer que la suite (v, ),en définie par v, =u,+1—cu, est
géométrique de raison a —c.

2. On appelle suite de Fibonacci la suite (F,),cn définie par :

Fo=0; F1=1
VneN, Fpio=Fp1+F,

(a) Résoudre dans R I'équation x% =x+ 1.

On notera @ la solution positive et ¢ la solution négative.

(b) En utilisant la premieére question, exprimer F,, en fonction de n, de
D et de .

+1

(c) Déterminer la limite des quotients E £ lorsque n tend vers +oo.

n

m On définit les suites (©,),en+ €6 (Un),en: AT :
|
Un= Z E

k=0

et v,=u,+ .
nxn!

1. Démontrer que (u,), et (v,), convergent vers la méme limite ¢.

2. En déduire un encadrement de ¢ d’amplitude 1075.

LA | 1
On définit pour tout n €N* ;' u, =2vn-) — et vy =u,+—.
k=1 Vk vn
1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?
n
2. Donner un équivalent simple de Z —— lorsque n tend vers +oo.
k=1

Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (1), :

_ﬁ 3. unzel_" 6. u,=n+5cosn
1. u,= on
4. up=5n+7-n? 7. up=C

2n+3 " toontd

2. Un=3 "% 5. up=n-Inn 8. up=vVn+1l-yn
m Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (u,), :

n — 5
1 oup == 3. u, =n—exp(n) 6. un=2n

3 : n!

9 4. u, =2sin(n)—n

2n°+3n n!

2. up=—5——— 5. up=yn-vn+1 7. u”=3_n

nZ-n+2
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m Démontrer les relations de négligeabilité suivantes :

n!<n” <« (2n).

Classer par ordre croissant pour la relation « est négligeable devant » :

n 2n

n", e, n!, nlnn).

Démontrer les relations ci-dessous au voisinage de +oo :

nd+38n~n%, n-ln(n)~n, 3Ink)#Inn), n24+41n(n):o(en).

Démontrer les relations ci-dessous au voisinage de +oo :

2n2—n~2n2, exp(2n)+n3+n!~n!, 2n? £ n?.
1
uOZQ’

VneN,

1. Etudier la monotonie de la suite (&,),en-

On définit la suite (u,),cn par : 9
Upil =Up—Us.

2. Prouver que la suite (u,,),cn €st minorée par 0.
3. En déduire que la suite (©,),cn est convergente et donner sa limite.

Soit (uy),en la suite réelle définie par récurrence en posant ug =1 et
Unt1=V1+u, sineN.
1. Démontrer que (u,),cn €st croissante et majorée.

2. En déduire que (u,),en converge et calculer sa limite.

m On considere la suite définie par son premier terme u¢ strictement positif

et la relation de récurrence :
Un

VnEN, Up+1 =

uZ+u,+1 '
Démontrer que la suite (1, ),cn est positive et décroissante. En déduire qu’elle
est convergente et préciser la valeur de sa limite.
L s . o . (hT
m On considere la suite (u,), ¢y définie par : VR eN, u, = sm(?).

1. Calculer lim ug, et lim wug,.1.
n—+oo n—+oo

2. Que peut-on en déduire sur la limite de la suite (u,),en?

2. Pour approfondir
m On considere la suite (©,),cy définie par :
ug=3
VnelN,
1. Soit @ un nombre réel. Déterminer a pour que la suite (v,),cn de terme
général v, = u, — a soit une suite géométrique.

Upt1=—2up,+T.

2. En déduire le terme général de la suite (u,),en-

no(-1 k+1
Soit (s,), la suite définie par: VneN*, s,= Z ( ]i .
k=1

1. Prouver que les suites (s2,),, et (s2,+1), sont adjacentes.

2. En déduire que la suite (s,), est convergente.

m La constante d’Euler. On admet que pour tout entier £ =1,

1
——<In(k+1)-Ink<—.
k+1 n )=In k

Ly |
On pose pour tout entier naturel n non nul, H,, = 7
k=1

n-1
1. Démontrer que : VheN*, H, =zlnn+ % Indication : H, = Z% + %
k=1

2. Démontrer que : VneN*, H, <1+Inn. Indication : H, =1+ i %.
k=2

3. En déduire un encadrement de 11:112 puis un équivalent simple de H,

lorsque n tend vers +oo.

4. On pose alors pour tout entier n =1,

1
Wy =Up— —.
n

v,=H,—-Inn et

(a) Démontrer que les suites (v,) et (w;) sont adjacentes.

(b) En déduire qu’il existe une constante réelle y et une suite (¢,),, telles
que
H,=Inn+y+e, et lim g, =0.
n—-+oo
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3. Pour travailler seul

Quelle est la raison d’une suite géométrique (u,), telle que :

n
= i = ?
up=90 et nl_lﬂ%o];) up =150 7

m Considérons la suite réelle (u,), ¢y définie par :

—1<ug<0,
U, —2

VneN, .
u,+4

Up+l1 =

1. (a) Démontrer que pour tout neN, —1<u, <O0.
(b) Etudier la monotonie de la suite (u),en-

2. En déduire que (u,),en converge et déterminer sa limite.

On considere les suites (u,)pen* €t (Vy)nen+ définies par

et Up=Up+—5.
= k3 T op2

1. Démontrer que les suites (i, )nen: €t (vy)nen+ SONt convergentes et ont la

méme limite. On pose £ = lim u,.
n—-+oo
2. Déterminer un entier p tel que u, soit une approximation de ¢ a 0,01

pres.

3. Reproduire et compléter le tableau suivant a I’aide d’'une calculatrice :

valeur approchée de v,
a 0,001 pres par exces

n | valeur approchée de u,
a 0,001 pres par défaut

5
10
15

4. Déduire de ce tableau une valeur décimale approchée de ¢ aussi précise
que possible.On indiquera la précision de cette approximation.

Soit (u,)ren une suite réelle. Que pensez-vous des assertions suivantes :
e Si(u,) converge vers un réel ¢ alors (ug,) et (u2,+1) convergent vers £.
o Si(u9y) et (u9,+1) sont convergentes, il en est de méme pour ().
o Si(ugy,) et (uan+1) sont convergentes, de méme limite ¢, il en est de méme
pour (up,).

Il Médian 2014. 1. Soit (a;)ren une suite de nombres réels positifs dé-
croissante telle que :

lim a,=0.
n—+oo

On consideére la suite (S;),en de terme général donné par
n
vneN, S,=)Y (-a,
k=0

ainsi que les suites (¢, )nen €t (Vn)nen définies par :

Un=3Son,
VneN, { n = P2n
Un =Son+1.

(a) Démontrer que les suites (1), et (v,), sont adjacentes.

(b) En déduire que la suite (S,),, converge.
1

2. Soit (b,), la suite définie par : bo 2’
VneN, b,i1=sin(b,)+ b,]+1.
On admettra I'inégalité ci-dessous que 'on pourra utiliser dans la suite de
Iexercice :
Vxe[-1,0[, sin(x)>x.
(a) Démontrer que :

VneN, -1<b,<0.

(b) En déduire une expression simplifiée de b,.1 en fonction de b,,.
(c) Démontrer que la suite (b, ),cn est croissante.
(d) Démontrer que la suite (b, ),en converge et déterminer sa limite.
(e) Démontrer que la suite de terme général :
S, = i (_1)k+1bk
k=0
est convergente.
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Ensembles et applications

1. Les essentiels

101”4 On considere 'ensemble E = {a;b;c}. Peut-on écrire

1. acE ? 4. {a}e PE)? 7. {(p}<E ?
2. aeE ? 5. pcE ? 8. {(plcPE) ?
3. {a}jcE ? 6. peE ? 9. {a}eE ?

Il On consideére les quatre parties de N suivantes :
A={neN, FkeN,n=3k} B={neN, JkeN, n=12k}
C={n€l\|,3k€l\|,n=15k} D={n€l\l,n<100}

Définir chaque ensemble précédent a 'aide d’'une phrase en francais.
Donner la liste des éléments de BN D.

Déterminer AuBuUC.

L s

Déterminer ANBnNC et donner la liste des éléments de DNnBnNnC

Final 2024. Soit E un ensemble quelconque. Pour toutes parties A et B de
E, on définit AVB par :
AVB=AUB.

1. Soit A une partie de E. Simplifier les ensembles AV@, AVA et AVA.
2. Pour deux parties A et B de E, simplifier 'ensemble (AVA)V (BVB).
3. Dans cette question, on suppose que :

E =R, A={x€|R; |x+3|s2} et B={x€|R; L] =—6}.
Exprimer AVB sous la forme d’'une réunion d’intervalles.
Etant données A, B et C trois parties d’'un ensemble E, démontrer les
équivalences suivantes :

1.AUB=ANC < BcAcC 2.ANB=AnC < AnB=AnC.

Un sondage effectué aupres de 150 individus a donné les résultats sui-
vants :
« A la question «consommez-vous régulierement des légumes ?», 50 indivi-
dus répondent oui.
« A la question «étes-vous sportif ?», 80 individus répondent oui.
« A la question «étes-vous un sportif qui consomme réguliérement des
légumes ?», 35 personnes répondent oui.
Parmi les individus interrogés, combien ne sont pas sportifs et ne consomment
pas réguliérement des légumes ?

QCM. Pour chacune des six questions suivantes, une seule des quatre
propositions est exacte.

1. Pour toutes parties A et B d’'un ensemble E, AU(ANnB)=...

(a) A | ®»B | (0 AnB | @ AuB
2. Onpose I ={xeR/x%><4}. Alors InZ=...

@ Ly | oLy | ©o-Ln | @ I1-22
3. Le nombre d’éléments de 'ensemble (2 ({a,b})) est égal a ...

(a) 2 | ) 4  ©8 | () 16

4. Quel est le coefficient de x87 dans Iécriture développée du polynéme
(1 _ x)lOO ?

(a) 87 100

87

100
(b)( ) 13

(c) —87100

@ (2

5. Soit E un ensemble fini de cardinal n ot n € N*. A et B sont deux parties
de E, de cardinaux respectifs p et g tels que 1 < p < g <n. On suppose
que A c B. Quel est le nombre de parties X de E tellesque Ac X cB ?

(a) 29 @ (CI)
p

(b) 29 —2P (c) 29°P
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TD 5 - Ensembles et applications

Pour chacune des applications f ci-dessous, étudier la bijectivité de f et
déterminer sa bijection réciproque le cas échéant.

1. f cC — R* 3. f : R" — [3,+00l
z — |z x — x2+3
2. f R\{2} — R\{3} 4. f RZ - R2
x — JC%2+3 (x,9) — (x+y,x-y)

Pour chacune des applications f ci-dessous, étudier la bijectivité de f et
déterminer sa bijection réciproque le cas échéant.

1. f : N - N 4. f : R - R2

n — n+l (x,y) — Qx+y,x—2y)
2. f zZ - Z 5. f RZ - R2

n — n+1l (x,y) — (x,5%)
3. f : N — N 6. f : R — R2

n — 2n (x,9) — (x+y,xy)

Etudier si Papplication f définie ci-dessous est bijective et déterminer sa
bijection réciproque le cas échéant.

f : C\i} — C\{3

2z

z — 1 -,
z2—1

Final 2025. On désigne par & (N) ’ensemble des parties de N et on consi-
dere 'application ¢ définie par :

p : N — PN
A — Au{0}

Donner ¢(N) et ¢ (N*). L'application ¢ est-elle bijective ?

On considere les applications f et g suivantes :

f : [1;400 — [0;+00[ et g [0;4+00[ — [1;+o00l
x—1 X —  1+4x2.
X —
2
1. Calculer (f o g)(x) pour tout x € [0;+ool.
2. Calculer (g o f)(x) pour tout x € [1; +oo[.
3. Que peut-on en déduire?
113 1. Déterminer f(R) ou f :R — C est définie par : VIR, f(¢) = elt,

2. On note U = {ei‘9 €C, 0 € R} l'ensemble des nombres complexes de module
1 et on consideére I'application g suivante :

g : C* - C

1
z - z+-.
z
Déterminer g(U).
114 1. Déterminer 'ensemble f (R) ou f est I'application

f : R - R
x — e*.

2. Déterminer g([—1;4]) ou g est ’application g : R —

R
x — x2

Déterminer les ensembles f (11, +oc[) et f ~“1([-1,0]) out f est T'application :
f : Rf - R

x +~— In(x).

Déterminer 'image réciproque f~1({2;3}) de I'ensemble {2;3} par I'appli-
cation f suivante :
f : R - R
x - |x].

Déterminer f~1([-1,8]) ou f est lapplication f : R — R

UTBM
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TD 5 - Ensembles et applications

2. Pour approfondir

Soient E un ensemble et f une application définie sur Z(E) et a valeurs
dans R telle que pour toutes parties X et Y disjointes de E,

() FXUY)=fX)+[(Y).

1. Démontrer que (@) =0.
2. Démontrer que si A et B sont deux parties de E telles que A c B, alors
f(B\NA)=f(B)-f(A).
3. Soient A et B deux parties quelconques de E.
(a) Ecrire A UB comme la réunion de deux parties disjointes de E.

(b) Démontrer que :

f(AuB)=f(A)+f(B)-f(AnB).

IBBY  On considére les sous-ensembles suivants de C :
E:{zetC, Im(z)>0} et D :{ZEC, |z <1}.

1. Démontrer que :size€E alors |z — i2<lz+il%

2. En déduire que :VzeE, z—_l,eD.
zZ+1i

3. Démontrer que pour tout nombre complexe Z, on a :
Z+Z
Im(iZ)=Re(Z) = 5

4. On considere application f définie par :

f +: E — D

Démontrer que f est bijective.

E —- C*
z

P\ On pose E = C\ {1} et on considére application [
(z-1)*"
1. Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 —6i.

2. Résoudre dans C I'équation f(2) = _13i.

3. Démontrer que f(E)=C*. On ne demande pas de calculer explicitement
un antécédent de a € C* par f.

4. Soit 0 un nombre réel tel que 0 <6 < 27.

(a) Démontrer que e — 1= 2isin(%)eis.

(b) En déduire la forme exponentielle du nombre complexe f(e').

5. On considere 'ensemble A = {z € C, Re(z) = 1}. Démontrer que

f(AN{1}) =] - o0, 0L

IPAY On définit 'application exp : C — C par
exp(z) =e“(cosy+isiny), oluz=x+iy avec (x,y)e R

1. Expliquer pourquoi la valeur 0 n’est pas prise par la fonction exp.
2. Pour a € C*, résoudre dans C I’équation d’inconnue z : exp(z) = a.

3. En déduire que exp(C) = C*.

3. Pour travailler seul

Soient E un ensemble non vide et @ un élément de E. Expliciter 'ensemble
P (2 {a})).

Etant données A et B deux parties d'un ensemble E, démontrer les
équivalences suivantes :

1. AcB < AUB=B | 2. A=B <> AnB=AUB
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On considere deux applications f :N— N et g : N — N définies pour tout

neN par :
si n est pair,

n
f(n)=2n, gn)= { 2
n

sinon.

1. f est-elle bijective ?
2. g est-elle bijective ?
3. Déterminer (go f)(n) pour tout n € N.

4. Démontrer que f o g # idy puis calculer (f o g)(n) pour tout n € N.

Etudier si les applications suivantes sont bijectives et déterminer leurs
bijections réciproques le cas échéant.
1. f: R = R2
(x,y) — QCx-y,x+y)
2. g : C — C,
z — V2zZ+iz
3. ¢ : 2N) — P(N)
X - {1;2;3luX

Final 2017. Soit f: N — N
n+1 sin estpair
n —
n—1 sin estimpair
Calculer f o f. En déduire que f est bijective.

UTBM

15



MT1A - MT1D - A26 TD 6 - Limites et continuité

Limites et continuité On consideére la fonction f définie sur R par

fx)=x—-In ete )

1. Les essentiels

. 1. Vérifier que pour tout x e R :
Etudier la limite éventuelle en zéro de la fonction f :x+— ... 9
f(x)=In(2) - In(1+e™ %)

1. «2 sin(l) 5. %Jrsin(l) =In(2)+2x —In(1+e%).
x x X
9 x—1Inx 6 cosx 2. Déterminer les asymptotes a la courbe représentative de f en —oco et en
. . T2 +00.
Vi+x-1 1 1
3. — 7.4/1+ > V> IB}Y On consideére la fonction f définie sur R par : Vx € R, f(x)= xsin(x).
. sin(v/5x) g COST- 1 1. Proposer une suite (u,), tendant vers +oo telle que la suite (f(u,)), tende
: X : 2 vers +oo.
2. Proposer une suite (wy), tendant vers +oo telle que la suite (f(wy)),
IPEY  Déterminer, sous réserve d’existence, les limites suivantes : converge vers 0.
3. La fonction f admet-elle une limite en +oo? Justifier.
. V3+x-V38 i 1 2
1. lim ——— 5. im | ——— 1 ' ‘ '
x—0 x r—1lx— Xt = IBYY Démontrer les équivalents ci-dessous entre fonctions.
9 1i sinx 6. 1 e’ -1
’ xgr(l) x2—x ) xl—I;% x2+2x 1 \/x2+1+ \/x2_1 x—::—oo zx 3. Sin(ex_l) x:ox
3. lim (Va2+1-x 7. lim (Va-Inx) L ey 1 L, VEmer o e
. x—2 _ 1 " In(x) x—+00  xIn(x) vxln(x)— /x+x+18 x—+o0
4. lim 8. lim x {—J
x—2* x2 _ 4 x—0* X 1
133 1. Démontrer I'équivalent suivant au voisinage de 0 : \/x + v/x o x4,
X
Le plan est muni d'un repére orthogonal (O; i, ) Démontrer que la 2. Déterminer un équivalent de la fonction x — \/x+y/x au voisinage de

courbe représentant la fonction f admet une asymptote en +oo et étudier sa
position locale au voisinage de +oo par rapport a cette asymptote.

+00.

Soit & € R, % fixé. On définit la fonction f sur R par

In(x)+1-x 2% —5x+1
1 fl)= o x 3. floy=" 200 1
XX 5x — six=1
2. )= —— -z 4 P —xets1-3 fx=1 22 ’
’ 1+x2 - fl)=—xe™ +1-3x —2x+k sinon.

Pour quelle(s) valeur(s) de % la fonction f est-elle continue sur R ?
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Soit (a,b) € R? et f la fonction définie sur R par :

x2+0b six <0,
f(x) =+ sin(ax)

X

sinon.

Etudier la continuité de f sur R en fonction des parameétres a et b.
Etudier la continuité en 0 de la fonction £ : R — R définie par

x2 FJ six#0
flx)= x ’

0 sinon.

Dans chaque cas, étudier si la fonction f définie sur R* est prolongeable
par continuité en 0.

cos(x)—1 2sinx _q
1-f2x'—’—2 3.f:x»—>e
x X
1 .
2. f : x— sin(x) sin(—) 4. f 1 x— Ism(x)l.
X X

Démontrer que chacune des équations suivantes admet une unique solu-
tion dans I'intervalle indiqué.

1. x5 -x*+1=0dans I =[-1;0[, 3. e*=2—xdans R,

2. tanx=x+1dans I =]-%;%], 4. sin(x)+1=xdans I =]%;n].

Soit f une fonction continue sur [0;1] telle que f([0;1]) =[0;1]. Démontrer
qu’il existe c € [0;1] tel que f(c)=c.
Indication : appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a une fonction
bien choisie.

2. Pour approfondir

141

n
Soit x un nombre réel strictement positif. Calculer nlir+n (1 + f) .
- n

V2-x2-1

Etudier la limite éventuelle lorsque x tend vers 1 de : I
nx

On consideére une fonction f définie sur R et a valeurs dans R. On suppose

f(x)

que la fonction x — f(x) — x est bornée sur [2;+oo[. Déterminer lim ——

Léquation x5 = 5x — 1 admet-elle des solutions réelles ? Si oui, combien ?

Xx—+o0 x

Final 2024. Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction £,
sur RT =[0, +oo[ par :

w N =

VxeRY, folx)=(x+1)e"".

. Soit n € N*. Donner la limite de la fonction f;, en +oo.

. Soit n € N*. Dresser le tableau de variations de f;, sur [0, +ool.

(a) Soit n € N*. Démontrer que 'équation d’inconnue x, f,(x)=n admet

une unique solution dans R*, notée u,,.
(b) Déterminer la valeur exacte de u.
(a) Soit n € N*. Simplifier ’écriture du nombre £, (lnT”)

(b) Prouver que pour tout entier naturel non nul n,

(c) En déduire que la suite (1, ),cn+ converge et donner sa limite.
(a) Soit n € N*. En partant de 1’égalité f,(u,) = n , démontrer que

_In(n) B In(1+uy,)
on n '

n

(b) En déduire un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo.
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Vitx—(1+%
145 1. Déterminer lim #
x—0 X
2. En déduire qu’il existe une fonction € :[-1;1] — R telle que

2
Vxel[-1;1], \/1+x:1+§—%+x2£(x) avec 1in3£(x):0.
Y

Final 2025. On considere la fonction f définie sur ]0, +oo[ par :

1
Vx€]0,+o0[, f(x)=1/x2+=—4x+2.
V x
L 1 1
1. Démontrer que {[/x2+——-x ~ —.
X x—+00 2x2

2. On note % la courbe représentative de la fonction f. Démontrer que %
admet une asymptote oblique en +o0o dont on précisera I’équation.

3. Pour travailler seul

Déterminer, sous réserve d’existence, les limites suivantes :

1 lim (e*-x*+1) sin(2x)
x—+00 3. xl_I)I(l) SN
2 3 n
i - ) Coxt=-1
2. xEIme( 1+x) 1+x) 1) 4. 3151_12 — oi1 € N*.

IFEY  Etudier si les fonctions ci-dessous définies sur R* sont prolongeables par
continuité en 0.

C(1+x)3-1

1
1. f(x):sin(;) 2. glx)=

Démontrer que la courbe ¢r représentant la fonction f ci-dessous admet
en +oo une asymptote dont on précisera ’équation.

f + 10,+00l — R

1 -1
X — &+3x.

Vx

Démontrer que la courbe ¢ représentant la fonction f ci-dessous admet
en —oo une asymptote dont on précisera I’équation.

f @ R\{-2v2;2V2} — R
453 — 3x2
x - ——+1
x4 —8

I3 Final 2012. 1. Dresser le tableau de variations de la fonction

g : ]-1,+o00 — R
x —  10In(1 +x) + x2 + 2x — 10.

2. Démontrer que g bijective de ]— 1, +oo[ sur un ensemble J que ’on préci-
sera.

3. En déduire que ’équation 101In(1 + x) + x2 + 2x — 10 = 0 admet une unique

solution. On notera a cette solution dans la suite.

2_10ln(1+
4. On définit la fonction f par: f(x) = x—n(x)

sa représentation graphique dans un repére orthogonal du plan. Donner
I’ensemble de définition & de f.

5. Déterminer les limites de f aux bornes de Z.

. On désigne par ¢

6. Démontrer que la courbe ¥ admet la droite A d’équation y =x — 1 pour
asymptote au voisinage de +oo.
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Polynomes

1. Les essentiels
Déterminer tous les polynémes P € C[X] tels que P(X + 1) = P(X).

Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que P(X?2) = (X2 + 1)P(X).
On raisonnera par analyse/synthése. Si un tel polynéme P existe, on donnera
son degré et on calculera P(1) et P(i?).

Effectuer les divisions euclidiennes de
1. X*+X%2+X +2par X?-3

X4-X3+X-2par X2-2X+4

3X5+2X*4-X%+1par X3+X+2

4X3 +2iX? par X +1i.

& W N

IbY  Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de X par :

X+3 2. X2-6X-16 |3 (X +3)2X +2).

=

IB{Y Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne :
du polynome X" + X + 1 par le polynéme (X — 1)
du polynéme X" +nX + 1 par le polynéme X2 —3X +2

w b=

du polynéme (cos(0)X +sin(0))" par le polynéme X2 + 1.

Déterminer le reste de la division euclidienne de (X + v/3)?925 par X2 + 1.

Déterminer deux réels a et b pour que aX?? +bX?* +1 soit divisible par
(X -1)2

Dans R[X] et dans C[X], décomposer les polyndmes suivants en produits
de polynomes irréductibles.

5. X2+X +1
6. X*+X2+1.

3. X6+1
4. X'-1

1. 4X2-X-3
2. X3-8

2. Pour approfondir

Final 2018. Le but de cet exercice est de prouver que la fonction exp définie
sur C par la relation ci-dessous n’est pas polynomiale.

Vz€eC, exp(z) = e¥® [ cos (Im(2)) + i sin (Im(2))]

1. Résoudre dans C I’équation exp(z)=1.

2. Supposons qu’il existe P € C[X] vérifiant : Vz € C, P(z) = exp(z). Quelles
sont les racines du polynéme @ =P —1?

3. Que peut-on dire d’'un polynéme admettant une infinité de racines?

4. Démontrer que la fonction exp n’est pas une fonction polynomiale.

Meédian 2010. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considere le
polynéme P € C[X] défini par :

P=1+X)"-X".

—

. Quel est le degré de P ? Donner son coefficient dominant.

[\

. Démontrer que si z est une racine de P alors Re(z) = —%

®@

(a) Démontrer que, pour tout réel x,
; X - x
et -1= 2isin(—)e‘5.
2

(b) Déterminer les racines de P. On les exprimera en fonction des racines
n-iémes de 'unité.
(c) Ecrire chaque racine de P sous forme exponentielle. En déduire le
module et un argument de chacune de ces racines.
n-1

4. On note z1,29,...,2,—-1 les racines du polynéme P. Calculer Z —.
k=17%k

5. Résoudre dans R, en discutant suivant les valeurs de 'entier n = 2, '’équa-
tion ci-dessous d’inconnue x :

(1+x)" =x".
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n xk
Soit n € N*. Démontrer que le polynéome P =1+ )_ i n’a que des racines
k=1 """

simples dans C.

Final 2025. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit le polynéme
P,(X)eR[X] par :
P,X)=nX""'-(n+1X"-1.
1. Calculer son polynéme dérivé P, (X) sous forme factorisée.

2. Soit @ une racine complexe de P, (X).
Prouver en raisonnant par ’absurde, que a est de multiplicité 1.

3. (a) Démontrer que ’équation P,(¢) =0, d'inconnue ¢, admet une unique
solution réelle dans I'intervalle [1, +oo[. On notera u,, cette solution.

(b) Vérifier que 1 <u, <2.
4. (a) Onrappelle que u, estracine de P,(X). Vérifier que ul} (nu, —n—-1)=
1.
(b) En déduire que nu, —n—1<1 puis un encadrement de u,
(c) Etablir la convergence et déterminer la limite de la suite (u,),>2
5. Dans cette question uniquement, on prendra n = 2.
On pose P(X) = 2X3-3X2-1.
(a) On admet que le polynéme P(X) admet une seule racine réelle a = u
et deux racines complexes conjuguées b et ¢ = b . Donner les valeurs
exactesde a+b+cet abec.

(b) Déduire de 'encadrement de 3(b) et de la valeur de abc, que % <|b| <

N
2,

Final 2012. Pour tout entier naturel » non nul, on définit le polynéme
P, e R[X] par :
PryX)=nX"" —(n+ DX" +1.
1. Calculer son polynéme dérivé P, (X).
2. Démontrer que 1 est la seule racine multiple de P, (X).

3. On considere la fonction polynomiale f : R — R définie par :

fF)=1+x+x2+x>+--+2", ouneN*.

(a) Enidentifiant f(x) comme étant la somme des premiers termes consé-
cutifs d’'une suite géométrique, calculer de deux facons différentes
f'(x) pour x # 1.

(b) En déduire le quotient de la division euclidienne de P,(X) par le
polynéme (X —1)2.

4. On note Q(X) le quotient de la division euclidienne de P4(X) par (X —1)?
et on désigne par a,b et c les racines complexes du polynéme Q(X).
(a) Factoriser @Q(X) en fonction de a,b et ¢ dans C[X].

(b) Calculer la somme :

165 1. Déterminer les racines cubiques de —1 c’est-a-dire les solutions de
Péquation (E) suivante :

(E):28=-1
2. On note w la solution de (E) dont la partie imaginaire est strictement
positive.
(a) Vérifier que w +w =1.
(b) Démontrer que w et w sont les solutions de I’équation Z22—z+1=0.

3. Soient n un entier naturel non nul fixé, et le polynéme
PX)=X" - (X-1"+X"+1

(a) On admet que P(E) = P(w)
Démonter que P est divisible par X2 - X + 1 si, et seulement si,
P(w)=0.

(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur n pour que le

polynéme P soit divisible par X2 - X + 1.

que w—1=w?

On rappelle, d’apres 2(b),

4. En utilisant Pécriture algébrique de P(w), déterminer le reste de la division
euclidienne de P par X2 -X + 1.

Soient p et g deux entiers naturels. Obtenir une relation entre coefficients
binomiaux & 'aide de I’égalité : (1+X)?(1+X)? =(1+X)P*9,

UTBM

20



MT1A - MT1D - A26

TD 7 - Polynémes

167 1. Soit P = X2-4X +5. Décomposer le polynéme P en produits facteurs
irréductibles dans C[X].

2. On considere le polynéme suivant de C[X] :
Q=X>-(1+20)X%>-3X-1+2i.

(a) Démontrer que @ a une racine en commun avec P.

(b) Effectuer la division euclidienne de @ par X — a ou a est la racine
commune a P et @ trouvée a la question précédente.

(¢) En déduire la décomposition de @ en produits de facteurs irréduc-
tibles dans C[X].

3. Pour travailler seul

On désigne par 6 un nombre réel tel que —7 <0 <7 . On pose u =1 +e?
1. Ecrire 1+ e sous forme exponentielle.

2. Montrer que u est solution dans C de ’équation d’inconnue z :
22 —(2+2cos0)z+(2+2co0s0) =0.

En déduire la seconde solution de cette équation.

LY  Soit 7 un entier, n = 2. On pose :

VzeC, P()=1+z+22+---+2" 242771,
1. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.
2. En déduire la factorisation de P(z).
n-1 b
3. En calculant P(1), prouver que : [] |1 —ezr]te =n.
k=1

not kr n
: k]lsm(;) = ST

4. En déduire que

Final 2016. Soient n un entier naturel non nul, et P un polyndéme unitaire
de R[X], de degré n.

1. Soit @ € R, démontrer que : VzeC, |z —a| = [Im(2)|.

2. On suppose dans cette question que le polyndéme P est scindé sur R. En
utilisant une factorisation de P, démontrer que : Vz € C, |P(z)| = |Im(2)|™.

3. On prend dans cette question P =1+ X?3.
(a) Donner une décomposition de P en produits d’irréductibles de C[X].
(b) Trouver zg € C tel que [P(zp)| < IIm(z¢)[3.

4. On suppose dans cette question que : Vz € C, |P(2)| = |[Im(z)|". Démontrer
que toutes les racines de P sont réelles. En déduire que P est scindé sur
R.

5. Enoncer clairement le résultat obtenu dans cet exercice.

Final 2019. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considere le poly-
nome : P,(X)=X"—(X-1)".
1. Résoudre dans C ’équation P,(z) = 0 d’'inconnue z. On exprimera les
solutions en fonction des racines n-iémes de I'unité.
2. Vérifier que, pour tout réel 0, 1—e® = —2isin(§) eis,

3. Déterminer les écritures exponentielles des racines complexes du poly-
noéme P, (X).

Final 2014. On considéere le polynéme a coefficients réels :
P(X)=X*-2X3+3X?-2X +1.

On admet que ce polyndéme admet une racine complexe, non réelle et double
notée a (a ¢ R). Le but de cet exercice est de déterminer a.

1. Que peut-on dire de P(a) et de P'(a)?

2. En déduire que @ est aussi une racine double de P.

3. Montrer que la factorisation de P dans C[X] est donnée par :
PX)=(X -a)*(X -a)%.
4. En déduire la factorisation de P(X) sur R[X].

5. Exprimer P(0) en fonction de || et en déduire |a/.

6. Développer 'expression donnée a la question 3 et déterminer a.
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Dérivabilité
1. Les essentiels

I¥6Y Dans chacun des cas suivants :
 préciser sur quel ensemble la fonction f est dérivable et calculer f/,
o déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f
au point d’abscisse a.

1+x)
4. f:x—exp 1z ,oua=0
-

5. f:x-—»ln(x+Vx2—1),0f1a:1

6. f:x—x",oua=1.

1. f:x—1In(lnx),oua=e

2. f:x— V5+sinx,oua=0

1
3. f:len(1+x

- X

),0f1a=0

Calculer la dérivée de la fonction f et dresser le tableau de variations de
f (en ayant déterminé les limites aux bornes de I'ensemble de définition de f).

x2-3x+1 e’

3. f:x—
211 e Ce

2. fix—(x—1)Vx 4. fix—Vxe™.

1. f:x—

IWEY  Calculer la dérivée n-iéme des fonctions suivantes :
3. h:x—xe”

2. gix— ——

1—x 4. ¢ :x— cos(2x).

k(] Etudier la dérivabilité des fonctions f, g, h et u définies par :
1
o f(x) :x2cos—, six#0, et f(0)=0,
x

Cxlva?-2x+1
B x—1

g(x) ,six#1 et g)=1,

h(x) = sin(x) sin (1) , sixZ0 et h(0)=0,
X

x
e u(x)=——, pour tout x e R.
W= P

Etudier la dérivabilité de la fonction f : x—xyx sur R*.

Déterminer deux réels a et b tels que la fonction f définie comme suit sur
R* soit dérivable sur R** :

si x €[0;1],

veeRt, fw=1"" trelol
ax*+bx+1 six>1.
ex

La fonction ¢ est définie sur [1;+oo[ par ¢(x) = —.
x
1. Calculer ¢'(x) pour tout x € [1;+oo[. Démontrer que ¢ est une bijection de
[1;+ocl sur un intervalle / que I'on précisera.

2. On note ¢! la bijection réciproque de ¢. Calculer ((p_l)’ (%) .

Soit f : R — R définie par : Vx € R, f(x) = x% + x — 2. Démontrer que f est
bijective et calculer (f _1)'(0).

Ik28  En utilisant le théoréme des accroissements finis, démontrer que :
1. VxeR', —x<sinx<x ;
2. VxeRY In(1+x)<x ;

1 1
3. Vx>0, sy <In(x+1)-Inx<+.

ik-»4 Démontrer a 'aide de I'inégalité des accroissements finis que :

¥ (x,y) € R?, |sinx —siny| < |x—y|.

Final 2024. On considére la fonction f définie sur R par :

cos(x)—1

fx)= six#Z0 et f(0)=0.

1. (a) Démontrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0).

(b) Justifier que f est dérivable sur R* et calculer f'(x) pour tout réel x
non nul.

2. La fonction f' est-elle continue en 0? Justifier.

3. En utilisant 'inégalité des accroissements finis, démontrer que :

VxeR, |f(x)l<1.
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2. Pour approfondir

On considere la fonction dérivable f : R — R définie par :

ef—e™®

VxeR = .

*ER, f(x) e +e ¥

1. (a) Vérifi VeeR, f(x)=1 2
. (a) Vérifier que : xeR, x)=1- .
d e2x 41

(b) En déduire le sens de variation de f, ainsi que les limites de f en
+00 et en —oo.

VxeR, f(x)=1-(f))>2.

(a) Démontrer que f est bijective de R sur un intervalle J que l'on
précisera.

2. Démontrer que :

(b) Justifier que f~! est dérivable sur J et donner une expression simple
de (f_l)/(x) pour tout x € J.
154  On consideére la fonction g définie sur 10, 7] par :

o(x) = sin(x).
x

Vx €10,71,

1. Justifier brievement pourquoi la fonction g est prolongeable par continuité
en 0 et préciser la valeur en zéro de la fonction g ainsi prolongée.

2. (a) Rappeler la monotonie de la fonction cosinus sur [0, 7].

(b) On se fixe un réel x € ]0,7]. En appliquant le théoréme des accroisse-
ments finis a la fonction sinus sur [0, x] démontrer que :

xcos(x) < sin(x) < x.

3. Justifier brievement que g est dérivable sur ]0, 7] et calculer sa dérivée
en tout point de cet intervalle.

4. (a) Etudier les variations de g sur 10,7] a l'aide des questions précé-
dentes.

(b) En déduire que :

Vx e ]O,g] , 2% < sin(x).

cos(x)—1

5. (a) Rappeler, sans justification, la valeur de lin(l) Lx)z
xXx— —_
2

-1
(b) En déduire la valeur de lim cos@-1
xXx— X

(c) En utilisant la définition de la dérivabilité en un point et la question
2(b), démontrer que g est dérivable en 0 et que g'(0) = 0.

6. (a) En utilisant la question 2(b), démontrer que :

cos(x)—1

Vx €]0,n[, <g'(x)<0.

(b) Etudier la continuité de g’ en 0.

Soit I un segment de R et f : I — R une fonction dérivable sur I. On
suppose que f(I)c I et qu’il existe un réel % € [0, 1] tel que :

vxel, |f'(x)<k.

u0€I
VneN, upi1 =f(uy).

1. Prouver que I'’équation f(x) = x admet une seule solution sur le segment 1.
On la notera a.

On considere une suite (z,) définie par : {

2. Montrer que: VneN, |upi1—al<klu,—al

3. Endéduire que: VneN, |u,—al<k"|luy-al

4. Conclure quant a la convergence de la suite ().

5. Application : on définit la fonction f par f(x) = %

(a) Donner I'ensemble de définition de f et dresser son tableau de varia-
tion.

(b) On pose I = [1,1]. Prouver qu'il existe un réel % € [0, 1 tel que pour
tout x € I, |f'(x)| < k.

(c) Etudier la convergence de la suite (z,) définie par :

up=—= et VneN, u,s1=7(uy).

2
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187 1. A l'aide du théoréme des accroissements finis, prouver que :
n 2
Vxe [0;5[, 0<tanx—x <x(tanx)”.

2. On consideére la fonction [ : |-3; 5[ —

tanx .
) = . six#0,
1 six=0.

R définie par :

(a) Etudier la parité de f.
(b) Démontrer que f est continue sur |-%;2].
(c) Démontrer que f est dérivable en 0 et calculer f£'(0).

(d) Justifier que f est dérivable sur 2 = |-%;0[U]0; %[ et donner I'ex-
pression de f'(x) pour tout x € 2.

Final 2017. Soient n € N* et la fonction f, : R — R définie par :

VxeR, frlx)=e™ Z :—

1. En remarquant que pour tout réel x, f,(x) =e” (1 + Z T ), justifier que

fn est dérivable sur R et démontrer que :

VxeR, f,/(x)=-e7* .
n

:Vxe[0,1], |fr@)| <=

3. Appliquer I'inégalité des accroissements finis a f, sur l'intervalle [0, 1].

2. Démontrer que

4. On considére la suite de terme général u, =e f,,(1) pour n € N*,

(a) Utiliser la question 3 pour démontrer que (u,),cn+ CONverge.
n

(b) En déduire la limite nl_lgloo k‘

3. Pour travailler seul

189 1. Démontrer que : Vx> -1, In(1+x) <x.
2. En déduire que pour tout entier naturel n = 2,

1\" 1\™"
1+2) <es(1-1) .
n n

Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b. Soit f une fonction continue sur le
segment [a, b] et dérivable sur Ja, bl telle que f(a)=f(b)=0

Jcela,bl, f(e)=L2.

: considérer la fonction g :x—

1. Démontrer que :

Indication @

2. Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Final 2014. Soit f :R — R la fonction définie par :
1 .
x+—— six<0,

Vx eR, x) =
fe e*—-1

X

sinon.

1. Démontrer que f est continue en 0.

2. Démontrer que f est dérivable a droite en 0 et donner f C’i(O). On pourra

x2

utiliser I'équivalent suivant : e* —1-x ~ .
(x—0)

Démontrer que f est dérivable a gauche en 0 et donner f, é’,(O).
La fonction f est-elle dérivable en 0?

Déterminer les limites éventuelles de f en +oo et en —co.

A

On désigne par ¢ la courbe représentative de f dans un repere ortho-
normé (O,1,j).
(a) Déterminer I'’équation de I'asymptote A a 6 au voisinage de —oco.
(b) Déterminer les positions relatives de A et de ¢r sur l'intervalle
1—00,0].

(c) Déterminer 'équation de la tangente a €7 en 1.
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Fonctions trigonométriques réciproques

Compléter le tableau des valeurs remarquables ci-dessous.

2n

>
(=]
S}
IR
B
o
B
ot
3
ot
B
S
3

cos(0)

sin(6)

En déduire les valeurs de :

1 1
arcsin (5) , arccos (—5) , arctan(l), arcsin(0).
IBBY  Calculer :

4n

2
arccos(0), arccos(—1), arcsin(%), arctan(\/g), arcsin(sin(?)).

IEZY  Soit xe[-1,1].

1. Développer les expressions ci-dessous puis les exprimer sous la forme d'un
polyndéme du second degré :

cos(2arccos(x)), cos(2arcsin(x)).
2. Démontrer que :

(a) cos(arcsin(x))=vV1—x2 ‘ (b) sin(arccos(x)) = V1 —x2.

IB5Y Démontrer la formule ci-dessous :

Vx €[-1,1], arccos(x) + arcsin(x) = g

X
IR Démontrer que pour tout réel x positif, Ti2 < arctan(x) < x.

52

Byl Soient f et g deux fonctions définies par :

f x-—»arctan( ), g : x— arcsinx.

X
V1-x2
1. Déterminer les domaines de définition de f et de g.

2. Déterminer les points ou f et g sont dérivables et calculer leurs dérivées.

3. En déduire une relation entre f et g.

x
IBLY  On considere la fonction f :x — arcsin( )
V14 x2

Justifier que la fonction f est définie et dérivable sur R.

Calculer f'(x) pour tout x € R.

® oo

En déduire une expression simplifier de f(x) pour tout x € R.

4
IBEY  Résoudre 'équation suivante : arccos(x) = 2arccos (E)

Démontrer les formules ci-dessous :
1. Vxe[-1,1], arccos(—x) = —arccos(x) + 7.

. Vx>0, arctan(x) + arctan(1/x) = 71/2.

(200
2
3
4

1
. Vx € R, cos(arctan(x)) = .
V14 x2

Vx€R, sin(arctan(x)) = —
. Vx € R, sin(arctan(x)) = .
V14 x2

P{JY Démontrer la formule ci-dessous pour tout x €[0,1] :
arcsin(x) = arccos (\/ 1- xz) .

En déduire une formule analogue pour x € [-1,0].
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1. Soient z et z’ deux nombres complexes.

— 22—(2')2 =0

— (z-2')(z+2)=0

— 2-2'=0 ou z+2'=0

!
’@z:z ou z:—z".

2. (a) Soit z =

V2+\/§+i\/2—\/§

ER #2 z(@;\/ﬁ)(m \/_) ( 2- \/5)
_ 2+\/§ (\/2+\/_)(\/2 \/_) ( 2- \/ﬁ)
_(Verva _( ) \/2+\/_(\/2 V2|

2 2
:2+\/§_2 ( (\/2 \/_)
2
:@+i\/(2+ -v2)
2

2

V2 V2
— i
2 2

2
Vg 22— (ve)
+ti—

2

(b) D’apres la formule de Moivre, on a :

(ei”/8)2 = !27/8 = gim4 = (og (%) +isin(£) = g + i\/—g .

4

3. D’apres les questions 2(a) et 2(b), on a :

(m,s) (\/2+\/_ Va- \/_)

2 2

Donc, d’apreés la question 1, on en déduit :

ein/8:\/2+\/§+~\/2_\/§ ein/sz_(\/2+\/§ -V2—\/§)

l +1
2 2 2 2

c’est-a-dire, en identifiant parties réelles et parties imaginaires,

T 2+v2 n 2+v2

cos(—) = cos(—) S

(T 2-v2 . (T 2-v2

sm(g) = sm(g) =

T € [O,g], donc :
cos(g) =20 et sin(g) =0.
Par conséquent :
cos(g)— 2—2“/5 et sin(g)= 2;\@ .

Indications
e En écrivant z sous la forme x+iy avec x et y des nombres réels, I'équation
|z| = 2|z — i| se réécrit sous la forme : 22 + y2 — %y + % =0.
o Mettre sous forme canonique le polynéme du second degré y? — g y+ %.
e Rappel : pour tous nombres réels xy, yo et r avec r > 0, 'équation
(x —x0)% + (v — y0)? = r? est une équation cartésienne du cercle de centre
le point de coordonnées (xg, yg) et de rayon r.
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Correction

Soient z un nombre complexe et M le point d’affixe z. Ecrivons z sous la forme
z=x+1y avec x et y des nombres réels. Alors :

lz|=2]|z—i| | = |lx+iy|=2|(x+iy)—1i]

— \/x2+y2=2|x+i(y—-1)|

\/x2+y2=2 x2+(y—1)?

—
<=>x2+y2=4(x2+(y—1)2)
= 22+y?=4(x®+y% -2y +1)
<:>x2+y2:4x2+4y2—8y+4
— 3x2+3y%-8y+4=0
8 4
2 2
= x"+y" —-y+-=0
YUYy
— 22 +9%2-2x x4+(4)2 (4)2 4 0
x — — f— —_ —_— -_——
Y Y*37\3) “13) "3
9 4)2 (4)2 4
— x“+|y—-=| - |z] +==0
3 3/ 3
9 4)? (4)2 4
= x"+|y—=| =|=| —=
3 3/ 3
9 4\? 4
= x"+|y-<-| ==
3/ 9
s3] =[5
== |x"+|y—-=]| ==
3 3

On reconnait ici '’équation cartésienne du cercle de rayon % et de centre A, point
de coordonnées (0, %), c’est-a-dire d’affixe z4 = i%.

Ainsi, 'ensemble des points M d’affixe z solution de ’équation |z| = 2|z —i] est

le cercle de centre A et de rayon % .

Variante de fin si on ne veut pas avoir recours a ’équation cartésienne d'un
cercle :

On a démontré que :

4\%  (2)?
Iz|:2|z—i|<=>x2+(y——) =(—) .

3 3
Or,
tolrg) =[5 = b3 =3
TTP73) T3 Tr73) T3
— +'( 4)’ 2
x+i|ly—=|l==
Y73)|7 3
— [(x+1iy) 412
x+iy)—i—|=—
T
4] 2
— [Z2—1—|=—.
3| 3
. . 4
Soit A le point d’affixe zAzzg.Alors,
4| 2 2
Z—i—|== <= |lz—zy4|l=— <= AM =—
3| 3 3

Par conséquent,

2
lz| =2]z—i| | = AM:§ — ME%(A,—)

2 2
ou|?% (A, 5) est le cercle de centre A et de rayon 3l

Soient z un nombre complexe et M le point d’affixe z. Soit Q le point
d’affixe zq = —2; c’est-a-dire le point du plan de coordonnées (-2,0). On a :

z4+2|=1 <= [z—(-2)|=1 <= |z-2q|l=1 <= QM =1 <— M€ (1),

ol % (£,1) est le cercle de centre Q et de rayon 1. Ainsi, 'ensemble des points M
d’affixe complexe vérifiant 'équation |z + 2| = 1 est le cercle %' (Q2, 1) représenté
en bleu sur le graphique suivant.
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(1+i0)12 _(-1+0)°
(1-i)8 A+
« Ecrivons z; sous forme exponentielle.

oOna :|1+i|=V12+12=Vv2 et:

Soient z1 = 22

1+i=v2 1—\};
1 1
=\/§ E-HE)
=V2 gﬂg)
= \@(cos (g) +1 sin(%))
= V2e'i.

o Deplusl1—-i=1+idonc:

1—i=v2ei% = V2eii = v2e i,

o Ainsi,
.2\12 12( .z\12
(\/§e‘Z) (v2) (e‘Z) 40120 gidn -
z1]= 8 18 _( ) 081  g-i2m € b

(vaeis)  (v2)(ed)

puisque e 2" = 1. La forme exponentielle de z; est donc (qui

est aussi égal a et méme a par exemple).

1.

e Kcrivons zg sous forme exponentielle.

o On avu que :

1+i=v2e7 et 1-i=v2e i,
o Or, '
-1+i=-(1-i)=e""(1-1),
donc : _ _ _ N
—1+i=e"V2e i1 = /271 = /26l
o Dou:
31 9( .31\9 o - otn
(\/ﬁel 4) (\/ﬁ) (el 4) 1 elQ% lel% 1 i(27—”—15—”)
z29 = = = on = —e"'\ 4 47,

(V2et)® (v (er)® (BT B8

(qui est aussi égal a

o Négation : P et non(Q).
e Contraposée : non(Q) = non(P).

(a) Oui car la fonction sinus est 27-périodique.

(b) sin(a) # sin(b) = (Vk €Z,atb+ 2kn).
© (Elk €Z,a=b+ 2kn) et sin(a) # sin(b).

(d) sin(a) =sin(b) = (Elk €eZ,a=b+ 2k7r). Cette réciproque est fausse.
En effet, en prenant a = 71/4 et b = 7/4 on a bien :

sin(a) =sin(b) et VR € Z,a # b+ 2km.
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1. |3CeR, Vxel, f(x)= C] = « f est une fonction constante. »
2. Notons P I'assertion suivante :

P : [vxel, (fx)=0=x=0)].

Alors,
P =«Si f s’annule, alors c’est nécessairement en 0 »
=[Vxel, (x#0= f(x)#0)]
=[x e 1\ (0}, £x) #0]
= « f ne s’annule pas sur I \ {0} »
3. [Vxel, Vyel, (x<y= f(x)<f(y))] = «Lafonction f est croissante. »

4. [VxeR, f(x+m)=f(x)] = «Lafonction f est n-périodique. »

On consideére I'assertion

P) : [VxEIR, (x2>5=x2\/5)].

Alors :
non(P) = [HxER, (x2>5etx<\/5)].

Posons, par exemple, x = —3. Alors : 2 =5 et x < V/5.

Par conséquent, non(P) est vraie. Autrement dit, I’assertion (P) est fausse.

1. Il y a une erreur d’énoncé, a remplacer par “En déduire la né-
gation de P’assertion suivante : «<La fonction f est injective
surjective»”.

Soient R et S deux assertions. On rappelle la table de vérité de I’équiva-
lence R < S qui consiste en I'assertion suivante : (R = S) et (R = S).

R|SIR=S|S=R|R<=S
VIV A% A% A%
V|F F A% F
F|V A% F F
F|F A" A% \%

Pour simplifier les notations dans la table de vérité suivante, on notera la
négation non(A) d’une assertion A sous la forme A.

Il s’agit alors de démontrer que I'assertion |P et @ <— P ou 6 est une

tautologie, c’est-a-dire qu’elle est toujours vraie, peu importent les valeurs
de vérité des assertions P et Q.

A laide de la table de vérité de R < S rappelée précédemment on peut
dresser la table de vérité suivante :

P|Q | PetQ |PetQ | P 6 (130 6) PetQ@(ﬁoua)
V|V A% F F|F F A%
V|F F A% F |V A% A%
F|V F A% V| F A% \%
F|F F A% V|V A% \%
Cela démontre bien que I'assertion (P et @ — (ﬁ ou 6) ] est toujours

vraie.

Notons maintenant P I’assertion « La fonction f est injective » et @ I'as-
sertion « La fonction f est surjective ».
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Puisque non(P et @) < (non(P)) ou (non(Q)), alors la négation de I'as-
sertion « La fonction f est injective et surjective » est équivalente a « La
fonction f n’est pas injective, ou la fonction f n’est pas surjective ».

2. Démontrons que l'assertion suivante est toujours vraie :
((non(P) =>@)et non(Q)) = P.

Pour simplifier, nous remplacerons par la lettre R I'assertion (non(P) = @)
dans la table de vérité suivante.

P | Q | non(P) | R | non(Q) | R et non(®) (R et non(Q)) — P
V|V F A% F F A"
V|F F v A% A% A"
F|V A" A% F F v
F|F A% F A% F A"

On remarque, d’apres la derniére colonne de cette table de vérité, que I’assertion
((non(P) = @)et non(Q)) = P est toujours vraie, quelles que soient les valeurs
de vérité de 'assertion P et de 'assertion @ : c’est une tautologie.

Ce résultat illustre le ’ raisonnement par 'absurde ‘

On admet les affirmations suivantes : « Si je vais au cinéma, alors je porte
mes lunettes et je ne dors pas. Si je ne dors pas, alors je mange des pop corn. Je
ne mange pas de pop corn. »

On introduit alors les notations qui suivent :
e C :« Jevais au cinéma. »
e L :« Je porte mes lunettes. »
e D :« Jedors.»

e P :« Je mange des pop corn. »

On peut donc traduire les affirmations données sous forme symbolique :

e «dJe ne mange pas de pop corn.» = non(P)

e «Si je ne dors pas, alors je mange des pop corn. »

= |non(D) = P]

non(P) — non(non(D))] par contraposée

non(P) — D]

e «Si je vais au cinéma, alors je porte mes lunettes et je ne dors pas. »

= |C = (Let non(D))]

non(L et non(D)) - non(C)] par contraposée

(non(L) ou non(non(D))) = non(C)]

(non(L) ou D) = non(C)]
Ainsi les trois assertions

e non(P)
e non(P) = D
e (non(L) ou D) => non(C)

sont vraies.
Lassertion non(P) et I'implication (non(P) = D) étant vraies, on en déduit

que l'assertion D est vraie. D’ou 'affirmation suivante : |« Je dors. » |

Puisque l'assertion D est vraie, alors I'assertion (non(L) ou D) l'est aussi. Lim-

plication [(non(L) ouD) = non(C )] étant vraie, on en déduit que I'assertion

non(C) l'est également. Autrement dit, laffirmation

«dJe ne vais au cinéma pas. »

est vraie.
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1. « SiA,alors B.» = [A = B|.

2. « Pour que A, il faut que B.» = [A = B].

3. « Pour que A, il suffit que B.» = [B = A].

4. « A est une condition suffisante pour B.» = [A = B].

5. « A est une condition nécessaire pour B.» = [B = A].

6. « AdésqueB.» = [B = A].

7. « A est faux si B l'est.» = [non(B) = non(A)] =[A = B].
Soit n € N*.

2n
1. Simplifions Z Vak
k=n

¥ VA= 3 (v
k=n k=n
2n r n-1 k
-y (va)'-Y (v3
2 (V3] - 1 (v3)
B 1_(\/§)Zn+1_ 1_(\/§)(n71)+1
- 1-v3 1-V3
(\/§)2n+1_(\/§)n

2n
2. Simplifions Z | —n]:
k=0

2n
> lk—n|=
k=0

n
2o lkonl o+ 3 kol

k=0 ——h—n) k=n+1 —hon

car k-n<0 car k—n>0

n 2n
Y (~k-n) + Y. (k-n)
k=0

k=n+1

n n 2n
—Zk+2n+ Z (B—n)
k=0 =

k=0 k=n+1

2n
MO s xns S h-n)

k=n+1

2n
n(n+1)Jr Z k—n).

2 k=n+1

2n

Posons p = k —n dans la somme Z (k—n):

p=k—n
n+l<k<2n
Alors

2n

Y (k-m)=) p=—F—

k=n+1

p=k-n p=k—-n
= =i

l1<sk-n<n l<sps<n

nn+1)

k=n+1 p=1

Donc

2n nn+1l) nhn+1) —
kgblk—nl 5 + 7 =nn+1)|

n 1
3. Calculons H 1+—).
k=1 k
n
n 1 " k+1 H(k+1)
(1+E :1_[ A :k:1n
k=1 k=1 I]:k
k=1
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n
Effectuons le changement de variable p = & + 1 dans le produit l_[ (k+1):

k=1
p=Fk+1 p=k+1 p=k+1
— —
1<sks<n 2<k+1<n+1 2<psn+1.
Alors
n n+1 n+1
[Tk+D=]]p=1]]%.
k=1 p=2 k=2
Ainsi
n+1 n
[1% (Hk)ﬂn+h
= 1 k=2 k=2
[1(1+4) =52 == ——[=n+1)
k=1 Hk lx(l_[ k)
k=1 k=2
n ﬁj n
; j= n(n+ +1
4. Soit x e R. fo x| =x™% | car Zj:n(n )
Jj=1 J=1 2

[T(k-1)*+1D)

[]#* []#*
k=2

D’ou

(II%—lﬁ(fhk+D) [T&-1 (k+1)
k=2 k=2

(1__}_): k=2 _ k=2

k2 2 n n
( a [1% []%
k=2 k=2

n
Effectuons le changement de variable p =k — 1 dans H (-1):
k=2

p=k-1 p=k-1 p=k-1
— —
2<ks<n 1<sk-1<n-1 lspsn-1.

f

k=2

=t

On peut alors écrire :

n n—1 n-1
[TE-vD=]]p=]]%*
k=2 p=1 k=1

De la méme facon, en effectuant le changement de variable ¢ = p +1 dans

n
le produit H (k +1), on obtient :
k=2

n+l n+1

[TE+1)=]]a=1]]*.
k=2 q=3 k=3

Ainsi,

n—1 n+1
[1% T[]k

ﬁ(l_k%) =k:1 sz3
E [k
k= k=2

2

Soient x € R et n € N. Démontrons ’'égalité : |x+n] = |x] +n.

Posons y = x +n. 1l s’agit de démontrer que [yJ = |x] + n. D’apres la ca-
ractérisation de la partie entiére, on sait que |y| est I'unique entier N € Z
vérifiant :

N<y<N+1.

Cherchons donc a encadrer y par deux entiers consécutifs. On sait (toujours
d’apres la caractérisation de la partie entiére) que :

lx] <x<|x]+1.
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En ajoutant n a cet encadrement, on en déduit : Ainsi,
. v2(v3-1)
lx] +n<x+n<|x]+1+n. tan(l)zsm(%): 4 =\/§_1
. ‘ . ' 12/ cos(%) vEA(VE+)  B+1
Autrement dit, en posant N = |x] + n, on obtient ’encadrement suivant, puisque —z
y=x+n: ¢ Remarquons également I'égalité : ?—’2’ = (GI;)” = % ~{5=5—-15.-Onen
N<y<N+1. déduit :
- (BTY _ s
Or, [x] € Zet N=|x]+n. Donc N € Z. |_yJ étant I'unique entier N vérifiant sm(%) = sm(% - %)
I'encadrement ci-dessus, on en déduit : |y| =N, i.e. cos(2Z) =cos(Z-Z%).

lx+n]|=|x]+n.

* On remarque que :

b4 _(4—3)71 B 47 3n

T
12 12 12 12 3

7
1
Par conséquent,

Il
)]
]
=

—_—
Wl wlwlS
~——
[«]
[«
n
|
N
——
+
)]
]
=

|

IS

~——
o
[}
n

—_—

]

~—
[«]
[«
n
—_—
'S
~——
|
wn
=
=}
—_—
S
~—
[«]
(=}
n
—_—
wl S
~——

X

FOE
e

De méme,

cos(—%) -sm(ﬁ)sin(_Z)

cos(%) +sin (% )sin () '

~—_— ———

wldwlywls

X

SRS
: o
S

©
o

Or, il est facile de vérifier (en s’aidant du cercle trigonométrique on en utilisant
les formules de développement du sinus et du cosinus, voir la remarque a la fin
de 'exercice pour une démonstration de ce résultat) que :

Vx € R,sin (g - x) =cos(x) et cos (g —x) = sin(x).

Par conséquent,

sin (:5[—’2’) = cos (%) = w d’apres (**)
< cos(22) =sin (%) = @ d’apres (x)
. V2(v3+1)
tan (22) = sin () S S V/:E3
12 cos(2Z)  v2(v3-1) v3-1'
1) ==

Remarque : pour tout réel x € R,

sin(g —x) = sin(g + (—x))

=sin (g) cos(x) + sin(—x) cos (g)

=1xcos(x)+sin(—x) x 0
= cos(x),

et
cos (g - x) =cos (g + (—x))
= cos (g) cos(—x) —sin (g) sin(—x)
=0 x cos(—x)— 1 x sin(—x)

= sin(x).
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Soit x € [0, 7]. Pour tout n € N, on note P(n) la propriété :
|sin(nx)| < nsin(x).

Démontrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.

e Initialisation. Puisque sin(0x) = sin(0) = 0 et 0 x sin(x) = 0, P(0) est vraie.

o Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Démontrons que

P(n +1) est vraie.
sin ((n + 1)x) = sin(nx + x) = sin(nx) cos(x) + sin(x) cos(nx).
Donc, d’apres I'inégalité triangulaire :
|sin ((n + 1)x)| <|sin(nx)cos(x)| + |sin(x) cos(nx)| .
Or,

|sin(nx)cos(x)| = |sin(nx)||cos(x)|
< |sin(nx)] car —1<cos(x)<1

<nsin(x) d’apres P(n).
D’autre part,

|sin(x) cos(nx)| = |sin(x)| [cos(nx)|

<|sin(x)] car —1<cos(nx)<1.
Or x € [0,7]. Donc sin(x) = 0. Par conséquent |sin(x)| = sin(x) et
|sin(x) cos(nx)| < sin(x).
Ainsi,
|sin ((n + 1)x)| < nsin(x) + sin(x) = (n + 1)sin(x).

La propriété P(n + 1) est donc vraie.

e Conclusion. P(0) est vraie et 1a propriété P est héréditaire, donc d’apres le
principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n € N. Autrement
dit,

VnelN, |sin(nx)|<nsin(x).

n-1
Ap=4+42+43 4. 412 Y 4F
k=1

10

10
Bo(x)=2x+4x% + 823+ +1024x10 = Y 2Fxk = Y (200"

k=1 k=1
n
C,=1x2x3%x4x%x---xn= rlk::n!
k=1
42

Dn:(2+32)x(2+34)x(2+36)x---x(2+384)=ﬁ(2+32k):k:1(2+9k).

n-1
1. Calculons Z(Bk +2):
k=0
n-1 n-1 n-1
Y Bk+2)=3) k+) 2
k=0 k=0 k=0
_3(n—1)((n—1)+1)
B 2

D)
2

n3n+1)
2 .

+nx2
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n n 1-— 9n+1 9n+1 -1
2. Y 8% =Y 9ok= = .
k=0 k=0 1-9 8
n i
3. Calculons ;ZOW :
n 3i n 3i 12
;}23142 _;)231')(22 _Z;O
Donc,
ngi 1 1_( +1
223i+2:ZX 1_ :2)(
1=0
L 5
4. Calculons Z (Zk - _k)
k=1 7
2|
2k — —
=1 Tk k=1
=2

Or,
n 1 k n 1 k 1 0 1 0
2(z) -2 <[5 -
k=1 k=1
£ -
AT 7
-]
7|11-4
g
6
7(1-7)-6
- 6
6
D'ou :

1 5 5 1
};1(2]{’/—7—]6)— n(n+1)—g(1—7—n) .
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2n
5. Calculons Z (2k — 3) grace au changement d’indice p =2n -k :

k=n
{p=2n—k {pzZn—k {p=2n—k {k=2n+p
— — —
n<k<2n -2n<-k<-n O0<s2n-k<n O<ps<n.
Ainsi,
2n n
) (2k-3)=)_ (2(2n+p)-3)
k=n p=0
n
=) (4n-3+2p)
p=0
n n
=) 4n-3)+2)
p=0 p=0

=(n+1)x(4n-3)+2x nln+1)

=(n+l)x(4n—3+g)

(n+1)9n-6)
— 5 !

Soit n € N*. On considére P i(zn et S nil( 2n )
it n . i = n= .
izo\2k ico\2k+1

« Développons (1+1)?" a I'aide de la formule du binéme du Newton :
2n 2n 2n 2n
(1+ 1)271, — Z (2n) ].p 12n—p _ Z zn) _ Z (Zn) + Z (2n)
p p

k=0 p=0 p p=0 P p=0
p pair p impair

Or, (1+1)2" =22" — 4" Ajnsi,

2n (2n 2n (2n no(2n) "=l 2n

4" = = =P,+8,. 1
ng(p)Jr p;o (P) k;)(zk)Jr/e;)(zk*l) w0
p pair p impair

« Développons de méme (1-1)2" :

2n
1-1"=3 (2n)(—1)P12"—P

k=0\ P
2n 2
p=0\P
2n 2 2n 2
= ( ”)(—1)P _ ( ”)(—DP.
p=0 p p=0 p
p pair p impair

Or, (1-1)2" = 02" = 0. Ainsi,

2n 9 2n 9
B £

p=0 p=0

p pair p impair

Lo(2n) Lo, [ 20 2k +1
= -1 + -1

=\ 2k - kZ:O or+1)V

2n 1l 2n
1 -1
2k | +,;)(2k+1)x( )

2n _"il 2n
o\2k| =p\2k+1

=P,-8S,. (2)

1]
M=

B
1l
(=]

Il
M=

ol
1l

e D’apres (1) et (2), P, et S, vérifient le systéme suivant :

P,+S,=4" (L1)
P,-S,=0. (Lo

Par conséquent :

2P, =4" (L1)+(L2)
S,=P,.

D’ou

UTBM



MT1A - MT1D - A26

Solutions

1. Soit n € N. Alors :

1 1 1 1 1 1

Qn+l =Up+2— Qun+1 =Unp+1— Zun - §un+1 = Eun+l - Zun = §an-

Donc, la suite (a,),, est géométrique de raison 1/2 et de premier terme
ao = 3/2. On en déduit que :

(1" 33
VneN, a,= 5 X§_2n+1'

2. Pour tout n €N, on a :

1 3 1 b
bpi1= 2n’+1un+1 =gntl (an + EUn) =gntl (W + 2 X 2—2) =3+bn.

Ainsi, la suite (b,,) est arithmétique de premier terme by = —1 et de raison
3. On en déduit que :

VneN, b,=-1+3n.

3. D’apres les questions précédentes,

-1+3n
VneN, u,= .
2n
1. Notons pour tout n e N :
P(n) : uy >0.

Démontrons que 22(n) est vraie pour tout entier n par récurrence.
e Initialisation. Il est clair que Z2(0) est vraie car ug=1/3> 0.
o Hérédité. Soit n € N. On suppose que F(n) est vraie. Alors :

Unp
1+3u,

> 0.

Upn+1 =

Donc, &2(n + 1) est vraie.
e Conclusion. La propriété 22(n) est vraie pour tout n € N.

Ainsi,
VneN, u,>0.

2. (a) Soit n € N. Alors :

1 1+3u 1 u
Un+l = :—n=—+3x—n:vn+3.
Un+1 Unp Un Unp

On en déduit que la suite (v,), est arithmétique de premier terme
vo = 3 et de raison 3. Ainsi :

vneN, v,=3+3n.

(b) D’apres ce qui précede :

1
VneN, u,=—-= .
v, 3+3n
1. Démontrons que les suites sont adjacentes.
e Monotonie de (u,), :
n+l 1 no1
VneN, un+1—un:ZE—ZE
k=0""  k=0""
*o1 1 LA |
k! (m+D!) k!
1
~(n+D)!
=0.

Ainsi, la suite (u,), est croissante.
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e Monotonie de (v,), :

1 1

VReN, Up41—Un=Ups1+

1

(n+1)x(n+1)!_un_n><n!

1 1

= +
(n+1)!
nn+1)

(n+1)x(n+1)!_n><n!

n n+1)(n+1)

= +
n+Dn(n+1)

2

n+Dnn+1) (+Dnnr+1)

n2+n+n-n?2-2n-1

(n+Dn(n+1)

-1
n+Dn(n+1)
<0.

Ainsi, la suite (v,),, est décroissante.

e Limite de la différence :

Up—Up=—

1

e

nxnl n—oo

Ainsi, les deux suites sont bien adjacentes et convergent vers une limite

commune ¢ € R.

2. On sait que :

VneN, u,<?l<v,.

Ainsi, on obtient un encadrement de ¢ & 107 prés dés que v, —up, <1075,
ce qui est le cas a partir de n = 7. Finalement :

leluq,v7] =[2,71827;2.71828].

9 2n 2 2
L Up~— == — —
"3 3 3
3. el™” — 0 (par composition de limites)

4. u, ~-n?— —oco

5. u, ~n — +oo (par croissances comparées)

6. On remarque que, pour tout n € N :

donc, d’apres le théoréme de comparaison, u, — oo.

. On remarque que, pour tout n e N :

1 1

Sup,<—0,
n+1 n+1

donc, d’apres le théoréme des gendarmes, u, — 0.

. On multiplie et on divise par la forme conjuguée correspondante pour

lever 'indétermination :

(Vn+1-yn)(Vrn+1+n)

B B n+l-n 1

u = = —0
" vn+l+yn von+l+yn vVn+l+yn

e Par définition,

2n? -
2 —n~2m2 — lim > " _q.

n—+oo 92n2

Or:
2n2-n 2n2 n

20 202 202

1
car lim — =0. Dou

n—+oo2n ) )
2n°—n ~2n°.

« Démontrons que exp(2n)+n +n! ~ n!. Il Sagit de vérifier que :

exp(2n) +n3 + n!

—

n! n—+oo

n
exp@n)+nd+n!  (e%)" nd
= +—+1.
n! n! n!
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D’apres le théoréeme des croissances comparées, e Hérédité. Soit n € N. Supposons que :
3 O<su,s<l.
n
lim — =0 "
n—+oo !
(e2)n Or,
. _ 2 1
lim =0 care”> O<up,<l= —0=-u,>-1
<l-u,<
On a donc bien = O0<l-un<l
exp(2n) +n3 +n! 3 = 0<u,(1-up)<u, caru, =0

lim =1,

n—+oo n‘

Autrement dit,
exp(2n)+ nd+n!~nl.

e Par définition,

. 2n2
o2n? ~n? &< lim —2=1.
n—+oo n
Or,
2n2 9
n2 B n—+oo
et donc )
2n
lim — #1
n—+oo n2
Par conséquent,
2n? # n?

1. Pour toutneN,
Upil—Up = —u% <0.

On en déduit que (u,),cn est décroissante.

2. Démontrons par récurrence sur n € N que :

VneN, O<su,<l1.

e Initialisation. On abien 0 <ug <1 car ug= %

= 0< Un+1 S 1.
On en déduit que :
0< Up+l S 1.
e Conclusion. La propriété 0 < u, < 1 étant initialisée pour n =0 et
héréditaire, elle est vraie pour tout entier n € N. Ainsi,
VneN, O<u,<l1.
3. La suite (u,), est décroissante et minorée. Elle est donc convergente.

Notons sa limite ¢. Par définition de (u,), on a :

VneN, upyi1=un— ui

Par passage a la limite dans cette égalité, on en déduit que ¢ vérifie :
0=0-102,

soit apres calculs ¢ = 0.

1. Démontrons que (u,),cn est croissante. Pour tout entier n,on a :

Un+1—Un=V1+uz—u,
_ (\/1+un—un)(\/1+un+un)
Vitu,+u,

_ (A tun)—u,’

B Vitu,+u,

—un2+un+1

B \/1+un+un'

(%)
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e Commencons par remarquer que le dénominateur est de signe stric-
tement positif. En effet, ug = 0 et pour tout n € N, u,.1 = 0 car une
racine carrée est toujours positive. Ainsi,

VneN, wu,=0.
Soit n € N.
Up=20 = l+up=1= 1+u,=V1=1,
car la fonction racine carrée est croissante. On en déduit finalement :

V1itu,+u,=z1+0>0.

o Il reste a déterminer le signe du numérateur —u,? + u,, + 1. Détermi-
nons pour cela le signe du polynéme P(x) = —x2 + x + 1. Son discrimi-

nant est A =12 -4 x(-1) x 1 = 5. Ce polynéme admet donc deux racines
-1+v5 _ 1-vb -1-v5 _ 1+v5

qui sont : x1 = D = o etxe = >CD - 2 Ainsi, pour tout
x€ [1—Tf5, %5 , P(x) = 0. En particulier, puisque %5 <0,ona :
1+v5
Vxe |0, 2\/_ , P(x)=0.

Pour démontrer que (u,),, est croissante, il reste a démontrer que pour

tout n €N, on a: P(u,) = 0. Ainsi, il suffit de démontrer que pour

tout neN, u, € [0, 1+2‘/5]. On a déja démontré ci-dessus que (uy),

est a termes positifs. Démontrons par récurrence sur n que (u,), est

1+v5

majorée par —5—.

x Initialisation. ug = 1 donc on a bien ug < %‘F’

* Hérédité. Soit n € N. Supposons que u, < %5 Puisque la fonction
racine carrée est croissante, on en déduit :

1+v5 3+v5
un+1:\/1+unS\/1+ +2\/_:\/ +2\/_.

Or, on peut vérifier facilement que 1/ %5 = 1+T‘/5 En effet, en

étudiant la différence entre ces deux nombres on trouve :

1+v5 _  /3+V5E || 1+V5 3+V5 1+\f52_
1_,_\/3_ 3_,_\/3_(2 V 2)(2"‘\/ 2)_(2 (

3+v5
2

)2

2 2 1+V5 3+V5 1+V5
2 TV 2 2
1+2V5+5 _ 3+V5 3+v5 _ 3+V5

— 4 2 — 2 2 -0
1+\/5+ /3+V5 1+\/5+ /3+vV5
2 2 2 2

1+v5
5

Ainsi,

Un+l S

* D’apres le principe de récurrence,

VneN, u,<

1+v5

Par conséquent, pour tout n €N, u, € [O, 5 ], et donc —u,2+u,+1=

P(u,)=0. Dapres (x), on en déduit que :

VreN, upi1—u,=0.

sa limite ¢. Par définition de (u,), on a :

VrneN, up+1=vI1+u,.

Par passage a la limite dans cette égalité, on en déduit que ¢ vérifie :

(=V1+¢,
et donc
?=1+¢.
Autrement dit,
P(¢)=0.

+

2. La suite (u,),, est croissante et majorée. Elle est donc convergente. Notons
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MT1A - MT1D - A26 Solutions
D’apres la question précédente, les racines de P sont x1 = _T5 et xg = ¢ Enfin,
%5- Par conséquent, ¢ = 1%@ ou/l = %5 Or, 2n (_1)k+1 2n+1 (_1)k+1 (_1)2n+1+1 1
1+v5 VREN, up-vn=) =) = ey = g O
n—oo
vYneN, O<su,< i . k=1 k=1 " "
2 On a donc bien démontré que les deux suites sont adjacentes : d’apres le
Par conséquent, 0 < ¢ < %5 Finalement, on en déduit que : cours elles convergent vers la méme limite ¢.
1+V5 2. D’apres le cours, si les deux suites extraites (sg,), et (san+1), convergent
= 5 vers la méme limite ¢, alors la suite (s, ), converge vers ¢.
Soit (u,), une suite géométrique telle que :
1. Notons pour tout n € N : n
{un =Sop up=90 et ngglm};)uk =150.
Un =82n+1
et démontrons que ces suites sont adjacentes. Déterminons la raison g de (u,),. Par définition d’'une suite géométrique on sait
o Monotonie de (u,),, que : g € R\ {1}. De plus, pour tout entier naturel %, uj, = uoqg®. Donc :
VReEN, upi1—Un = Sone2—Son Sup= ¥ (00*) = uo 3 g = up s g™
2n+2 (_q)k+1l 2n (_1)k+l 520 7=0 420 1-¢q
sk sk . _ n
2n (_1)k+1 2n+2 (_1)k+1 2n (_1)k+1 Par hypothese, nl—lg—look;)uk =150. Donc
P R -
k=1 k=2n+1 k=1 1_ gn+l
(_1)2n+l+1 (_1)2n+2+1 llgl uo =150.
= n—-+oo —
2n+1 2n+2 i
_ 11 Or, uog =90. On en déduit :
2n+1 2n+2
1 1-— qn+1
=~ lim 90——— =150,
@2n+1(2nr+2) n—+oo 1-¢
-0 b 150 5
1. . . 1
On en déduit que (u,), est croissante. n1—1>I-Poo(1 —g"Y) = %(1 -q)= 3 (1-gq).

¢ On démontre de la méme maniére que :
-1
=—— <0,
2n+2)2n+3)

et donc que (vy,),, est décroissante.

VneN, vp+1—Up

Par conséquent,
5
lim ¢""1=1- 31—, 0

n—+oo

D’autre part, on sait que :
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e si g <-1,alors ¢" n’a pas de limite lorsque n tend vers +oo, donc g”**!
n’a pas de limite ;
e sig>1,alors lim ¢" =+ocoetdonc lim ¢"*!=+oo.
n—+oo n—+oo

n+1 admet une limite finie, alors on a nécessairement :

Puisque, d’apres (%), g
-1<qg<1.
Ainsi, lim ¢" =0 et donc
n—+oo
lim ¢"*'=0. (%%)
n—+oo

En utilisant (x) et (x %) et par unicité de la limite, on obtient :

5
1-—-(1-¢)=0.
3( q)

5 5
1--(1-¢)=0 = -(1-¢q9)=1
3( q) 3( q)

— 1l-qg=

— q=1-

o] w ot w

(S

On en déduit donc que la raison de la suite (u,), est|q =

(S0 V]

On considere la suite (©,),cn définie par :

-1<up<0,
Up—2
Up+4’

VnEN, Up+1 =

1. (a) Démontrons par récurrence que pour tout n €N, —-1<wu, <O0.
lére méthode :
o Initialisation : Par hypotheése —1 <ug <0.

o Hérédité : Soit n € N. Supposons que —1 < u, <0. Démontrons
que —1 <up41 <0. Dune part,

-l<up,<0 = -3<u,—-2<-2=2<2-u,<3
D’autre part,

-l<u,<0 = 3<u,+4<4
1 1

4 u,+4

1 . 1 .
< — car la fonction x — — est strictement

x
décroissante sur ]0, +oo[

Par conséquent,

0<2<2-u,<3

ERTEIER 1
0<-< <=
4 u,+4 3
1 1
= 2x—<(2-up)x <3x =
4 u,+4 3
1 2-
— —<2Un
2 u,+4

1

= —<-up+1<1
2

1

= —1<un+1<—§

== —1<un+1<0.

La propriété —1 < u, <0 est donc héréditaire.
e Conclusion : par principe de récurrence, on en déduit

VneN, —1<un<0‘.

2éme méthode : étude de la fonction f : x— 2=,

La fonction f : [-1,0] — R définie par:

x—2
Vx € [—1,0], f(x) = m,
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est dérivable sur [—1,0] comme quotient de fonctions polynomiales,
et:
Ix(x+4)-(x-2)x1 6

— ! = -
Vxe[-1,0], f(x) (x +4)2 (x+4)%

On remarque que :

Vxe[-1,0], f'(x)>0.

Par conséquent la fonction f est strictement croissante sur [—1,0].

Donc,

Vx €]-1,0[, f(-1) < f(x) < f(0).
Or par définition de f : f(-1) = %3 =—let f(0)= _72 = —% <0.0Onen
déduit :

Vxe]l-1,0[, -1<f(x)<0. ()

Démontrons alors par récurrence que pour tout entier naturel n,
-1l<u,<0.
o Initialisation : Par hypothese —1 <ug <0.
o Hérédité : Soit n € N. Supposons que —1 < u, < 0. Démontrons
que —1 < uy41 <0. Par définition de la suite (u,),en,

Un+1=f(up).

Or, par hypothése de récurrence, u, €]—1,0[. D’aprés (%), on en
déduit -1 < f(u,)<0,i.e. -1 <up+1 <0. La propriété —1<u, <0
est donc héréditaire.

e Conclusion : par principe de récurrence, on en déduit

]VneN, —1<un<0\.

(b) Etudions la monotonie de la suite (&,),en-

Soit n € N.
Up—2

Up+l —Up = un+4_un
_up—2-up(u,+4)
a u,+4
_ —un2—3un—2
B u,+4
_ Un?+3u, +2
T u,+4

En calculant le discriminant du polynéme x2 + 3x + 2, il est facile de
vérifier que ce polyndome se factorise

22 +3x+2=(x+2)(x+1).

Dressons alors le tableau de signes du polynéme x2 + 3x + 2 :

X -2 -1
x+2 - 0 + +
x+1 - - 0 +

xZ+3x+2 + 0 -

On remarque que :
Vxe]-1,0[, 2 +8x+2>0.

D’apres la question 1, u, €]—1,0[. On en déduit : u,2+3u, +2>0.
D’autre part, u, +4>-1+4> 0. Ainsi,
2
up“+3u,+2
_>
un,+4
i.e.
Up+1—Up <O0.

Par conséquent,
VneN, upt1 Sun.

Cela signifie que la suite | (1), est décroissante |.

2. D’apres la question 1(b), la suite (uy),cn est décroissante. D’apres la
question 1(a), elle est minorée (par —1). On en déduit, grace au théoréme
de convergence monotone, que la suite (u,),cn converge. Notons ¢ sa
limite. On sait (voir question 1(a)) que :

VneN, -1<u,<0.

Puisque (u,),cn converge, on peut passer a la limite lorsque n — +oo dans
cet encadrement. On obtient alors :

-1</¢<0.
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De plus, « Etude de la monotonie de (vy,),

im Un+1 = _1»111 =—. 1 1

n—-+o0o n—tooyu,+4 (+4 VneN*, Un+1_vn:un+1+—2_(un+_2)
D’autre part, 2(n+1) 2n
i = li = 1 1

nl—l}-Pooun-'—1 n1—1>I-Pooun l. :(un+1—un)+—2( +1)2 ——2 5
n n

Par unicité de la limite de u, .1, on obtient :

(-2
(+4

-2
—— =l = ({-2)=0(¢+4)
l+

— 2+30+2=0
< ((+2)(¢+1) d’apres la question 1(b)
— {¢({=-2o0ulf=-1

«<— ¥¢{=-1 car -1</¢<0.

Par conséquent,

lim w,=-1|
n—-+oo

On considere les suites (u,),en+ €t (U, )nen+ définies par

1 1
— et Up=Up+

n
YneN*, u,=) —.
o k3 2n?

1. Commencons par démontrer que les suites (z,), et (v,), sont adjacentes.

« Etude de la monotonie de (un),

n
Vn eN*, un+1—un:Z——Z

On a donc :
VneN", upi1=uy,,

ce qui signifie que la suite | (u,),, est croissante |.

1 . 1 1
T (n+13 2(n+1)2 2n2
B 2n2 +(n+n2-(n+ 1)3
B 2(n +1)3n2

Soit n € N*. D’apres la formule du bindme de Newton et le triangle de
Pascal rappelé ci-dessous,

n\k 0 1 2 3
0 1

1 1 1

2 1 2 1
3 1 3 3 1

3 3 3 3
(n+1)3=( )n310+( )n211+( )n112+( )n013=n3+3n2+3n+1.

2n2+n+n2-(n3+3n2+3n+1)
2(n+1)3n2

Un+1—Upn =

B -3n-1

"~ 2(n+1)3n2

B 3n+1
2n+1)3n2°

On en déduit que :

VneN*, vpi1—v, <0,

et donc que la suite | (v,),, est décroissante |.
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1

o Elzlm(vn—un) = lim —

n T n=¥oo 2n2

Puisque les suites (u,),, et (v,),, sont monotones de monotonies contraires
et que nliIP (vp —uy) =0, les deux suites (u,), et (v,), sont adjacentes.
—+00

Par conséquent, | ces deux suites convergent vers la méme limite.

2. On note ¢ la limite commune de (u,), et (v,),. On sait que :

*
VneN", u,</¥l<v,.

Donc,
1
* —
VneN~", Osé—unSUn—un——znz.
Ainsi,
1
VneN*, |f-u,l<—.
| nl o2
Soit p € N*. Puisque |€—u ’<L il suffit uei<0 01 pour que u
p . q Pl 2p29 q 2p2 =Y p q p

soit une approximation de ¢ a 0,01 pres. Or,on a :

1
—<0,01 < 2p2>
2p2 P =001

— p?2=50 < p=50.

On choisit alors car il s’agit du plus petit entier positif tel que
p2 =50. Dans ce cas, up est une approximation de ¢ a4 0,01 prés.

3. On obtient le tableau de valeurs suivant grace a la calculatrice :

n | valeur approchée de u, | valeur approchée de v,
a 0,001 pres par défaut | a 0,001 pres par exces

5 1,185 1,206
10 1,197 1,203
15 1,199 1,203

4. On sait que u15 < ¢ <vis, donc d’apres le tableau ci-dessus on a :
1,199 <ui5 <l <vi5<1,203.

Ainsi,
1,199 </¢<1,203.

- 1,199+1,2038
Notons ¢ le milieu du segment [1,199; 1,203] : ¢ —1m =11,201].

¢ est une valeur approchée de ¢ a la précision : — s - 0,002.

e Lassertion «Si (u,) converge vers un réel ¢ alors (ug,) et (19,+1) convergent
vers ¢ » est vraie d’aprés un résultat du cours.

o «Si(ugy,) et (ug,+1) sont convergentes, il en est de méme pour (u,) » est
une assertion fausse. En effet, si on considéere la suite (u,),, de terme gé-
néral u, = (—1)", alors les deux suites extraites (u9,) et (2, +1) convergent
respectivement vers 1 et —1, mais (u,) n’admet pas de limite.

o Lassertion «Si (ug,) et (w2,+1) sont convergentes, de méme limite ¢, il
en est de méme pour (u,) » est vraie d’apres le cours.

1. Soit (a,,),en une suite de nombres réels positifs décroissante telle que :

lim a,=0.
n—+oo

On considere la suite (S, ),en de terme général donné par

n
VneN, S,=)Y (-1’a.
k=0

On pose, pour tout n € N,

{ un==So2,

Un =S2n+1-

(a) Les deux suites (u©,), et (v,), sont adjacentes, si I'une est croissante,
Iautre est décroissante et la différence des deux tend vers 0.
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e Soit neN.
Un+1—Un =S20+1)—S2n
=Son+2—Sa2n
2n+2 i 2n i
= ) (-Dfap- ) (-D*ay
k=0 k=0
2n+2
= Y (-DFay
k=2n+1
= —Q2p+1tA2n+2.
Or

A2n+2 S A2n+1,

car la suite (a,) est décroissante. Donc, u,+1 —u, <0. Ainsi,
VneN, upr1<un,

Par conséquent, la suite (u,),, est décroissante.
e De la méme manieére, pour tout entier naturel n, on a :

Un+1=Un =So(n+1)+1 —S2n+1
=8Son+3—S2n+1

2n+3 2n+1
= Y (-Dfap— Y (-Day
k=0 k=0
2n+3
= Y (-Dkay
k=2n+2

2 3
=(-D%agn+2+(-1)agn+3
=0a2n+2 —A2n+3
=0 car (ay), est décroissante.

Donc
VneN, v, <vp+1

ce qui signifie que (v,), est croissante.

e Pour tout entier naturel n,

Un—Un=S2n+1—S2x
2n+1 2n

= Y (-DFap- Y (-DFap
k=0 k=0

on+1
=(-D" " agys1

=—Q2n+1.

Or, la suite (a,), converge vers 0 et (a9,+1), est une suite extraite
de (ay);. Donc lim ag,+1 =0. Par conséquent,
n—oo

lim (v, —u,)=0]|
n—oo

On en déduit que | les suites (u,), et (v,), sont adjacentes |.

(b) Comme (u,) et (v,), sont adjacentes, elles convergent et admettent
la méme limite ¢ € R en +oo. Autrement dit, la sous-suite (Sg,),, des
termes d’indices pairs de (S},),, et la sous-suite (Sg,+1),, des termes
d’indices impairs de (S,),, ont la méme limite ¢. D’apres le cours, on
peut en conclure que (S,), converge vers £.

2. Soit (b,), la suite définie par :

1
bo=-=,
0= 7y

VneN, bpy1=sin(b,)+b,]+1.
(a) Notons, pour tout n entier naturel,
P(n):-1<b,<0.

Démontrons, par récurrence, que P(n) est vraie pour tout n € N.
¢ Initialisation. Comme b¢ = —1/2, P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, i.e.

-1<b,<0.
Alors, |b,] =—1. Ainsi :

bpi1=sin(d,)+ [b,] +1=sin(b,).
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D’autre part, d’apres 1’énoncé :
Vxe[-1,0[, sin(x)>x.
Donc, puisque -1<b,<0,0ona:
sin(b,) > b, = -1.

Ainsi,
bn+]_ = _1.

De plus, b, €[-1,0[. Donc b, € |-%,0]. Or,

Vx e [—g,O[ , sin(x)<0.

Ainsi,
sin(b,) <0,
i.e.
bn+1 < 0
Par conséquent,
_1 < bn+1 < 0,

et P(n+1) est vraie.
e Conclusion. P(0) étant vraie et P étant héréditaire, on déduit
du principe de récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N :

IVnel\l, —1sbn<0‘.

(b) Soit n € N. D’apres la question précédente, b, € [—-1,0[. Par consé-
quent, |b,] = —1. Ainsi,

] VneN, by.1=sin(b,) \

(c) Soit n €N, alors
bni1—b, =sin(b,) - b,,.
D’apres I'indication donnée dans 1’énoncé, sin(b,,) — b, > 0 puisque
b, €[-1,0[. Ainsi,
Vne N, bn+]_ _bn > 0.

La suite (b,,), est donc (strictement) croissante |.

(d) D’apres le théoréme de convergence monotone, (b,),, étant croissante
et majorée (par 0), elle converge. Notons ¢ sa limite. Alors

lim b,.1="¢.
n—+oo

D’autre part, d’apres la relation trouvée a la question 2(b) :
VneN, b,+1 =sin(b,).
Or, par continuité de la fonction sinus,
lim sin(b,) = sin(¥¢).
n—+oo
D’ou,
lim b,.1 =sin(¥).
n—+oo
Par unicité de la limite, on en déduit :
sin(¢) = /.

Or, d’apres I'indication de ’énoncé, cette équation n’a pas de solution
sur [-1,0[ car
Vx e[-1,0[, sin(x) > x.

De plus, d’apres la question 2(a), on sait que la limite de (b,,),, est un
élément de [—1,0] car

VneN,-1<b,<0.

Par conséquent, ¢ = 0. Ainsi,

lim 4,=0]|

n—+oo

(e) Posons :
VneN, a,=-b,.

Alors, d’apres les questions 2(a) et 2(c), (@), est une suite de nombres

positifs qui est décroissante et qui vérifie liIP a, = 0. D’apres la
n—+oo

question 1, on en déduit que la suite (S,),, définie par :

n
Sy = Z (_1)kak
k=0
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converge. Or :

Sn=Y (-DF=bp)= Y (-1)F* by,
k=0 k=0

n
Donc |la suite de terme général Z (-1 1y, converge |
k=0

Z ({a}) est 'ensemble des sous-ensembles de ’ensemble {a}. Les sous-
ensembles de {a} sont : @ et {a}. Donc,

Z ({a}) = {2;{al}}.

Notons x = @ et y = {a}, de sorte que 2 ({a}) = {x;y}. Les sous-ensembles de
l'ensemble {x;y} sont : @, {x}, {y}, {x;y}. Ainsi,

P ({x;9}) = {0, {2}, 0}, fas 3} .

Par conséquent,

2(2 ap) = {2, (2}, {tat}, {23 @it} |

1. On a toujours AcAuBet Bc AUB.

e De plus,
AcB — AuBcBUB
— AUBCcB
— AUuB=B carBc AUB.
On a donc,

AcB — AuB=B.

e Réciproquement, sachant que Ac AuB,ona:

AUuB=B = AcCB.

2.

Par conséquent,

|[AcB < AUB=B]|

e D’une part,

AnB=BnB=B
A=B — — AnB=AUB.

AuB=BuB=B

D’ou,
A=B — AnB=AUB.

e D’autre part, si AnB=AUB, alors :
— puisque AcAuB,ona AcAnB etdoncAcB (car AnBcB),
— puisque BcAUB,onaBcAnNB,donc BcA.
Donc,si AnNB=AUB, alors AcB et Bc A et donc A =B. Ainsi,

AnB=AuB — A=B.

On en déduit que :

A=B < AnB=AUB|

On consideére 'application f : N — N définie par :
VnelN, f(n)=2n.

Par définition, f est bijective si et seulement si tout élément de N admet
un unique antécédent par f.

On remarque pour tout n € N, f(n) est un entier pair. Par conséquent, si
on considere un élément y de N qui est impair alors :

VneN, f(n)#y.

Ainsi, les éléments de N qui sont des entiers impairs n’ont pas d’antécédent
par f. En en déduit que | f n’est pas bijective ‘
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2.

4.

Soit g : N — N I'application définie par :

n

— sin est pair,
VneN, gn)=< 2

n sinon.

Puisque 1 est un entier impair, alors g(1) = 1. Et, puisque 2 est un en-
tier pair, alors on a : g(2) = % = 1. Par conséquent I'élément 1 de N
admet au moins deux antécédents par g : 1 et 2. On en déduit que

’ g n’est pas bijective ‘

. Soit n € N. Calculons (g o f)(n).

Par définition de go f, on sait que : (go f)(n) = g(f(n)).
Or, f(n)=2n. Donc f(n) est pair. Par définition de g, on en déduit que :

f(n) 2n
= =—=n

g(f(n))_T 9

e D’apres la question précédente :
VneN, (gof)(n)=n.

Donc : gof =idy.

Démontrons, en raisonnant par 'absurde, que f o g #idy.

Si on avait f og =idy, alors puisqu’'on a gof =idy;, on en déduirait que
f est bijective et que £~ = g (voir le théoréme 5.66 du cours).

Or, on sait d’apres la question 1 que f n’est pas bijective. Par consé-
quent, assertion f o g =idy est fausse. Autrement dit,

Fes i)

(fog)(n) = f(g(n).

e Soit n € N. Alors :
Or,

n

— sin est pair,
g(n) =<{2

n  sinon.

Ainsi,

n
f (5) si n est pair .
f(n) sin estimpair.

(fog)(n)= {
Or, pour tout p e N, f(p) =2p. Par conséquent,
si n est pair

2><z
(fog)(n) ={ 2

2xn sin estimpair

{n si n est pair

2n  sin est impair.

e Soit f : R? — R2
(x,y) — @x-y,x+y).
Par définition, f est bijective si et seulement si :
Y(a,b) e R%, Al(x,y) € R?, (a,b) = f(x,y).
Soit (a,b) € R?. Résolvons I'équation (a,b) = f(x,y) d’inconnue (x,y) € R?.
(a,b)=f(x,y) < (a,b)=2x—y,x+y)
2x—y=a L,
—
x+y=>b Lo

x+y:b Li<—Lo
—
2x—y=a
x+y=>b
—
—3y=a—2b LQ‘*LQ*QLl
2b-a a+bd
x=bmTgT =y
A 2b—-a
y= 3
a+b 2b-a
= (x,y)= 3 '3 .
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On remarque que, pour tout (a,b) € R%, 'équation (a,b) = f(x,y) admet
une unique solution (x,y) € R? donnée par :

(x,y) =

a+b 2b—a)
3’ 3 ’

Donc tout élément (a,b) de R? admet un unique antécédent par f qui
est:

(a +b 2b—-a J
37 3 )
Par conséquent, | f est bijective ‘ et sa bijection réciproque est I'applica-
tion :
1R S R2
+b 2b-
(a,b) — (“ , “).
3 3

Lapplication suivante est bijective

g : C — C
z — V2zZ+iz.

si et seulement si :
vieC, AzeC, &{=g(2).

Soit ¢ € C.

Résolvons ’équation ¢ = g(z) d'inconnue z € C. Ecrivons ¢ et z sous forme
algébrique :

E=a+1ib et z=x+1y,

avec a, b, x et y des nombres réels.

E=glz) = ¢=V2Z+iz
= a+ib=V2@x+iy)+ilx+iy)
= a+ib=V2x-iy)+ilx+iy)
= a+ib=V2x—iy)+ix—y
— a+ib=(\/§x—y)+i(x—\/§y)

— V2x-y=a par identification des parties réelles
x—vV2y=b et imaginaires
- y=V2x—a
x—V2y=5
— y=VvV2x—a
x-V2(V2x-a)=b
— y=V2x—a
x—2x+v2a=b
— y=VvV2x—a
x=v2a-b

x=v2a-b
x+iy:(\/§a—b)+i(a—\/§b)
z=(\/§a—b)+i(a—\/§b)
z=v2(@-ib)+ia-b
z2=V2(a—-ib)+i(a+ib)
z=vV2&+ik.

- {yzx/ﬁ(\/ﬁa—b)—a:a—\/ﬁb

I
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On en déduit que I'équation ¢ = g(z) admet une unique solution z € C
donnée par z = V2 E+i&. Par conséquent, tout élément ¢ de C admet un
unique antécédent par g qui est : V2 &+ i¢. Ainsi, | g est bijective ‘ et sa
bijection réciproque est 'application définie par :

gl :Cc - C
& — V2E+id

Notons que pour tout £ € C, on a :

g HO=V2E+ii=g().

Par conséquent, g_1 =g/

¢ On considere I'application ¢ ci-dessous,

o  PN) — P(N)
X - {1;2;3}uX

On remarque, par exemple, que :

e({1) =1{1;2;3tu{1} ={1;2;3}
{2} =1{1;2;3}u{2} ={1,2;3}.

Ainsi, {1} et {2} sont deux antécédents (distincts) de {1;2;3}. Par consé-
quent, {1;2;3} est un élément de 22(N) qui admet au moins deux antécé-
dents par ¢. Donc ¢ n’est pas bijective.

Remarque :

— On peut également construire d’autres éléments de 22(N) qui ad-
mettent au moins deux antécédents par ¢.

— Par ailleurs, il existe également des éléments de Z2(N) qui n’ad-
mettent aucun antécédent par ¢. En effet, pour tout X € 22(N), on a :
{1;2;3} = {1;2;3} uX. Donc pour tout X € Z2(N), on a : {1;2;3} c ¢(X).
On en déduit, par exemple, que pour tout X € 22(N), ¢p(X) # @ car I'en-
semble @(X) contient au moins les éléments 1, 2 et 3. Par conséquent
Iélément @ de 22(N) n’admet pas d’antécédent par ¢ . Ce qui permet
d’affirmer que ¢ n’est pas bijective.
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Soit f: N — N
n+1 sin estpair
n —_—
n—1 sin estimpair.

Considérons un entier n € N quelconque et calculons (f o f)(n). Par définition de
la composée de deux fonctions, on a :

(fof)n)=f(f(n).
e Supposons que n est pair. Alors :
*x f(n)=n+1donc(fof)n)=Ff(n+1),
* n+1estimpair donc f(n+1)=(n+1)—-1=n.
Ainsi, (fof)(n)=n.
¢ Supposons maintenant que n est impair. Alors :
*x f(n)=n—-1donc(fof)n)=Ff(n-1),
* n—1estpairdonc f(n-1)=(n—-1)+1=n.
Ainsi, (fof)(n)=n.

On a donc, que n soit pair ou impair : (f o f)(n) = n.
D’ou :

’Vnel\l, (fOf)(n):n‘.

On en déduit que f o f =idy. Or d’apres le cours, si il existe une application
g :N — N telle que fog =idy et gof =1idy, alors f est bijective et f~1 = g.

Puisque fof =idy, on déduit de ce résultat que | f est bijective |et que | f -l= fl

1. Etudions si la fonction f définie sur R* par
. . (1
f(x) =sin(x) sin (—)
x

est prolongeable par continuité en 0.
Soit x € R*. On sait que —1 < sin(%) <1,ie. |sin(%)| < 1. Par conséquent,
. . (1
|f (x)] = |sin(x)| |sin -

< |sin(x)]|.

Ainsi,
Vx eR*, 0<|f(x)| <|sin(x)l.

Or, on sait par continuité de la fonction x — [sin(x)| que :
lim |sin(x)| = |sin(0)| = 0.
x—0

On déduit donc du théoreme des gendarmes que :

igrg)f(x)=0.

La fonction f admet donc une limite finie en 0 (qui vaut 0).
Autrement dit, | la fonction f est prolongeable par continuité en 0 |, en po-
sant £(0)=0.

. Considérons la fonction g définie sur R* par :

o(x) = | sin(x)| ‘

D’apres le cours, g est prolongeable par continuité en O si et seulement
si g admet une limite finie en 0. Rappelons que d’apres les équivalents
usuels en 0 :

sin(x) ~ x i.e. lim sin(x) =1.
x—0 x—0 x
Soit x un nombre réel non nul )
. n . sin(x) s g
e Si0<x< 3, alors sin(x) >0, donc g(x) = — 1. Cest-a-dire :
x—>
lim g(x) =1.
x—0%
. . —sin(x)
e Si —5 <x <0, alors sin(x) <0 et donc : g(x) = o —1. Autre-
x—>

ment dit,
lim g(x)=-1.
x—0~

g admet donc une limite a droite en 0 et une limite a gauche en 0. Mais,
puisque liI?(()l gx) # lir(()l g(x), la fonction g n’admet pas de limite en 0. Par
x—07* x—0~

conséquent, | g n’est pas prolongeable par continuité en O |.
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VItz-(1+3)

1. Calculons lim 3 , forme indéterminée du type “ g 7,
x—0 X
Soit x au voisinage de 0 tel que x # 0.
Vitx—(1+%5) Vitx-(1+3) Vi+xa+(1+3)
= X
x? x? Vitx +(1+3%)
2 2
_ (ViFR)-(1+3)
x2(Vitx+(1+5%))
~ (1+x)—(1+x+xzz)
x2(Vi+x+(1+3))
1 1 1

— —_—

4(Vitx+(1+5) =0 40+D &

o Vi+tx—-(1+5) 1
Par conséquent, | lim —————===-—|
x—0 X 8

2. Posons alors, pour tout x € [-1,1]1\ {0} :

Vitr-(1+3) 1

== 4
e(x) 2 3l

de sorte que

lime(x)=0|
x—0

Prolongeons la fonction € par continuité en 0 en posant : £(0) = lin% e(x)
e

i.e. €(0) = 0. Par définition de la fonction € on a, pour tout x € [-1,1]1\ {0} :

Vitx —(1+3%) Vitx—-(1+3%) 1

1
5 +§<:>—:—§+£(x)

elx) = =

X

2
= 1+x—(1+g) =—%+x2£(x)

2
— V1+x :1+§—%+x2£(x).

Notons que cette derniére formule est encore vraie pour x = 0. Par consé-
quent,

2
Vrel-1,11, Vitx= 1+§—%+x2£(x).

. . 2
1. Pour tout x au voisinage de +oco, ona:e*—x%+1=¢" (1 - elx) .
Or,
e lim e*=+ocoetdonc lim — =0,
x—+o0 x—+oo ¥
X2
e lim — =0, d’aprés le théoréme des croissances comparées.
x—+00 e
. . x? . x 2 1
Par conséquent, lim |1-——-—|=1et lim e"'|1- ——-—|=+c0.
x—+00 er e¥ x—+00 er e¥

Donc| lim (ex —x%+ 1) =+400|.
xXx—+00

2. Pour tout x au voisinage de +oo :

e

] ). W BB

(1+—
X

. (,/(1+§ (1+§))2—12
(1+2)(1+2)+1

_ 1+3)(1+2)-1

e 841

) (1+2+9%)—1
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.1 . .. .
Or, lim — =0. Donc, d’apres les opérations sur les limites de fonctions,
xX—+00 x

DN | Ot

lim x (1+2)(1+§)_1 - 5+0 -
=00 x x VA oa+o+1|

3. Pour tout x au voisinage de 0 tel que x #0, on a :

sin(2x) sin(2x)
x 2%

sin(2x) 9y _ 2 2
sin(5x)  sin(5x) ~ sin(bx) " 5
x Bx
5x 5x

De plus, lim (2x) = 0 et lim (5x) = 0.
x—0 x—0

Or, d’apres les équivalents usuels en 0, on sait que :

sin(y) ~ y
y—0
i.e. in(y)
S
lim Y =1.
y=0 'y

On en déduit, par composition de limites,

. sin(2x) . sin(bx)
lim = lim =1
x—0 2x x—0 Bx
Par conséquent,
sin(2x) 1 2 2
im — =—Xx—=|==
x—0 sin(5x) 1 5 5

4. Soit x au voisinage de 1 tel que x # 1. Soit n € N*.

D’apres la factorisation de a” — b" par a — b pour a et b deux nombres
n-1

réels ou le développement de la somme Z qk pour g # 1, on sait que :
k=0
X" -1 n—1
=) F=l+x+a2 428+ 2L
=1 35

D’ou

—la=1 | 35 k=0

1. Soit f la fonction définie sur R* par :
1
fx)= sin(—) .
x
Etudions si f est prolongeable par continuité en 0, autrement dit, si f

admet une limite finie en 0.
Considérons les suites (u,,),en €t (W), en+ définie par :

1
VneN*, u,=—— et w,=

Alors les suites (u,), et (w,), convergent vers 0 et vérifient, pour tout
neN*:

fun)= sin(ui) =sin(2nx) =sin(0) =0
(1Y Ty (m
f(wn) = Sln(w—n) =siln (2nn+ 5) = Sln(E) =1.

Par conséquent,
lim f(u,)=0 et Ilim f(w,)=1.
n—+oo n—+oo

On remarque que : nEerf(un) # ngglwf(wn).

On en déduit, d’apres le théoreme de caractérisation séquentielle de la
limite, que la fonction f n’admet pas de limite en 0.
Ainsi, ’ f n’est pas prolongeable par continuité en 0 |.

2. Considérons la fonction g définie sur R* par :

3_
g(x):w_
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Par définition, g est prolongeable par continuité en O si et seulement si g
admet une limite finie en 0. Or, pour tout x au voisinage de 0 tel que x # 0,
on peut écrire, d’apres la formule du binéme et le triangle de Pascal :

(@0 i e ) o
X
(x3+8x%2+3x+1)-1 _ X3 +3x2 + 3
x x

glx)=

=x%+3x+3.

Par conséquent,

lim g(x) |= lim (x*+3x+3)[=3]

x—0

La fonction g admet une limite finie en 0.
Ainsi, | g est prolongeable par continuité en 0

, en posant g(0) = 3.

On considere la fonction f définie par :

f : 10,+c0[ — R
In(x) -1 L3
X — —— +3x.
VX
On a alors,
1 1
Vx €]0,+o0l, f(x)= ( Ii/(j_z) - ﬁ) + 3x,
3l 1 0
ot lim 2 =0.
De plus, d’apres le théoréme des croissances comparées,
1
lim P& g,
x—+00 X
Donc :
. (ln(x) 1 )
im -—|=
x—+oo| /x Vx

Autrement dit,
lim (f(x)—3x)=0.
x—=00

Par conséquent, la courbe représentant la fonction f admet une asymptote

, d’équation :

y=3x|
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Soit f la fonction définie par :

f o R\{-2v2;2v2} — R
4x3 — 3x2

x - —5——+1
x4—-8

On sait que, pour tout réel x au voisinage de —oo,

4x3—3x2 x%(4-3) 4-3
2— = :x 8 .
x%-8 xz(l_x%) 1-3
Or,
. 8
lim (4——):4 et lim (1——2):1
x——00 x——00 X
Donc,

xEr}loof(x) = —o0.

e Calculons alors lim @
x——00 X

Soit x au voisinage de —oco. On a,

[ _4-3 1 4-0

x 1- % x x—-oc0 1-0
« Calculons alors lim (f(x)—4x).
X——00
Pour tout x au voisinage de —oo,

4x° — 32
fa)—dx= """ _4x+1
x%-8

3 4x% —3x2 —4x (x2 — 8)

+1
x2 -8
—3x2 +32x
=—+1
x2-8
_3+Q
= Sx +1.
l1-=
Donc,
. -3+0
xkglw(f(x)—4x)— o +1=-2.

- — T 40=4

Ainsi,
xE{nw (f(x) - (4x - 2)) =0.

Par conséquent, la courbe représentant la fonction f admet une asymptote

[en —oo], d’équation :
2]
On consideére la fonction

g : ]1-1,+o0 — R
x — 101n(1 +x) + x2 + 2x — 10.

1. La fonction g est clairement dérivable sur son ensemble de définition. De

plus :
10
Vxel-1,+o00l, g'(x) = — +2(1 +x) > 0.
1+x

On en déduit le tableau de variation suivant :

x -1

+00

signe
de g'(x)

variations
de g

2. La fonction g étant strictement monotone, elle établit une bijection de
Pintervalle I =]1-1,+oo[ dans J = g(] -1, +o0[). De plus, par continuité et

croissance de g,on a :

711 i, 69, 01T

3. Comme 0 € J et g est bijective de I dans JJ, d’apres le théoreme de la

bijection,

a P’équation : 10In(1 +x) + x2 +2x — 10 = 0.

il existe une unique solution a I’équation g(x)=0 ‘ c’est-a-dire
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x% - 101In(1 +x)
1+x ’
Lensemble de définition de f est ¥ =]—1,+oc[ |.

4. Soit f la fonction définie par f(x) =

En effet,
¢ la fonction x — In(1 + x) a pour ensemble de définition ] -1, +oo[ car
Iensemble de définition de la fonction In est ]0, +ool,
¢ le dénominateur de f ne s’annule pas sur ] — 1, +ocl.

5. e Par composition de limites, lim1 In(1+x)= lirr(l) In(y) = —o0, donc
X—— y—

lim1 (x2 -10In(1 +x)) = +oo0.
Pt

Or, lim (1+x)=0". Donc, lim
x—(=1)* x—(-1* 1+x
déduit la limite de f en —1:

= +oo. Par produit, on en

lim f(x)=+oc0|
x—-1

¢ Pout tout x au voisinage de +oo, on a :

2 2
—10In(1 + In(1 + In(1+
== At & _gohnldrn  x ol
1+« 1+x 1+x % +1 1+«
. 1 . x .
D’une part, lim |—+1|=1, donc lim T == lim x = +oo.
xXx—+ X x—+too 2 4 1 xXx—+00
D’autre part, xliI-Poo(l +x) = +o0 et on sait, d’apres le théoreme des
. ) . In(y) e
croissances comparées, que hrP —— =0. Donc, par composition de
y—+oo y
limites : In(1+x)
+
lim 227 %

x=roo 14z

Par conséquent,| lim f(x)=+oo|
X—+00

6. La droite A d’équation y = x — 1 est une asymptote & € au voisinage de
+00 si et seulement si limy o (f(x) —(x—1))=0.
Or, pour tout x au voisinage de +oco, on a :

-1-10In(1+ 1 In(1+
flx)—(x—1)= nd+x 1 goht+x)
1+x 1+x 1+x
Sachant que :
e lim =0,
x—+o0 14+ x
In(1 + 1
e lim u = lim M =0 (d’apres la théoréme des croissances
x—+00 14+x y—+oo y
comparées),

on en déduit :

xﬁgloo(f(x) —(x-1)=0|

Autrement dit, la droite A d’équation y = x — 1 est bien une asymptote a ¢
au voisinage de +oo.

Soit 6 e R tel que -7 <60 <.

1. En utilisant 'angle moitié, on peut écrire que :

1

Q o
+e'2¢’
[’}

[ 15

o 0 _Q
1+e'f =elzei2

0 0
(e_l2 +e12)

oI

:el

— el x ZCOS(g)

=200s(g)eig.

. T _0 _=x . [
Puisque -7 <60 <7,ona -4 <3 <%, donc :cos(g)>0.

. ;0 o . ;
Donc 'expression | 2 cos (g) e'? | est Pécriture exponentielle de 1 +ef.
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2. Soit u =1+e'. Alors, d'apreés la question 1, u = 2cos (%) el et : Donc
2 0).i2)? 1-2"
u?—(2+2c0s0)u +(2 +2c0s0) = (2cos(§)e’?) ~(2+2c0s0)(u - 1) Pz)=0 = ——=0
:4cos2(g)ei0—(2+200s9)ei9 —= 1-2"=0
=2¢0 (20052 (g)—(1+cos9)) = z"=1
— 92019 (9¢0s2 (9) - 1 6.8 _ i
=2e" (2cos”(5) —1-cos(5+5)) < Jke[0,n-1], z=¢""r
=2 (20052 (%) -1- (0052 (%) — sin® (%))) — Jke[l,n-1], z= eiZﬁJ car eim% =1et z#1.
=2e" (cos? (g) +sin? (g) -1 o ) ) )
9610 » 0 Ainsi, les solutions de I’équation P(z) = 0 sont les n — 1 nombres complexes
=92 x - 2hm
o e‘% avecke[l,n-1]|

2. On déduit de la question 1 la factorisation suivante :
Ainsi, le nombre complexe u est solution de 'équation

n-1 - 2km
2%~ (2+2c0s0)z + (2 +2c0s0) = 0. P =[] [z-€"%) |
k=1

Autrement dit, u est racine du polynéme P(X) défini par :

9 3. On en déduit également :
PX)=X“-(2+2cos0)X +(2+2cos0),

-1 . -1 .
car P(u) = 0. Le polynéme P(X) étant de degré 2, il admet exactement deux ri—[ 1-e2| |2 nl—[ (1 _ ez‘,’f”) P =|1+1 +12 4171 =nl
racines complexes (distinctes ou confondues). Or, P(X) étant a coefficients k=1 k=1 S - g

réels, on remarque que :

9 _ — 4. Soit k€ [1,n—].
P)=w)-2+2cos)u+(2+2cos0)=P(u)=0=0.

Par conséquent, u est aussi racine de P(X).

ikn [ =ikn  ikn
Les solutions de 'équation 22— (2+2c0s0)z +(2+2cos) = 0 sont donc : =enr (e no—en )
ik ikn —ikn
u=1+e% et uw=1+e7| =-er (en -er )
ikn —ikn
ikn n — n
= —2je'nr 20
21
. Cikn . (k7
1. On remarque que P(1) =n # 0. Donc 1 n’est pas racine de P. =—-2ie» sin -
Considérons alors z € C\ {1}.
n—1 1-2"
P(z)=1+z+22+---+zn_2+zn_1=sz: .
k:() 1_2
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D’apres la question précédente, on a donc :

Or, pour tout entier 2 compris entre 1 et n—10on a 0 < an < 1, donc

sin (’%) > 0 et par conséquent :

n( )| =sm(5)
sin|— || =sin|—
n n
Ainsi,
n—-1 T
gn-1 Hsin(—):n,
k=1 n
i.e.
n-l kn n
sin|—|=>—
p=1 \n ) 2

1. Soit a € R. Soit z € C.
lz - al? = |(Re(2) + ilm(2)) — a|
= |(Re(z) - @) +iIm(2)|*
= (Re(2) - @)” +(Im(2))’

> (Im(2))2.

Par croissance de la fonction racine carrée sur R*, on en déduit :
z—al=\/(Im(2))* = |Im(2)].

] VzeC, |z —al = |Im(2)| \

Ainsi :

. On suppose dans cette question que P est scindé sur R. Puisque P est

scindé sur R et unitaire, il existe des réels a1, ag, ..., a, tels que
n
P=X-a1)X-ag)..(X-ap)= H(X—ak).
k=1

Donc, pour tout z € C,

|P(2)| =

n n
[[@-aw)|=]]lz-azl.
k=1 k=1

Pour tout % € {1,2,...,n}, a; € R, donc d’apres la question précédente :
VzeC, |z—ag| = |Im(2)|.
Par conséquent

VzeC, |P() = [] Im(z)| = [Im(z)" |
k=1
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3. Soit P =1+X5. avec a1 €C, ag €C, ..., a, € C. Les nombres complexes a1, ag, ..., &, sont
(a) Cherchons les racines complexes de P. Soit z € C. Ecrivons z = re? les racines de P. Or, on a démontré que toutes les racines de P sont réelles.

avecrcRt et e R.

P)=0c=22=-123=¢""

1231 =1
dkeZ, arg(z3) =m+k2W

ri=1
=
dke”Z,30=n+k2n

{rzl carr=0
_ 2
Jkez, 0=5+k%

ke 2= ei(ﬂ/3+k2n/3)
— , 2=

—z=eouz=e"=-1louz=e

i5m/3 _ e—i]‘[/3.

Les racines complexes de P sont donc —1, e!™3 et e”i/3 et une dé-
composition de P en produits de polyndomes irréductibles de C[X]
est:

P=(X+1) (X - ei”/3) (X —e—i”/3) :

— ez7t/3

(b) Posons | zg . On a alors P(z(p) =0 car zg est une racine de P et
Im(29) = 5 #0, donc

IP(z0)| < |Tm(z0)I? |

4. Supposons que : Vz €C, |P(z)| = |Im(z)|".
Soit z € C une racine quelconque de P. Démontrons que z est réelle.
Par hypothese : [Im(z)|"” < |P(z)| = 0. Donc |Im(z)|” = 0 et par conséquent
Im(z) =0, ce qui signifie que z est un nombre réel. On en déduit donc que
’ toutes les racines de P sont réelles ‘

Tout polynéme non constant étant scindé sur C, le polynéme P peut s’écrire
sous la forme
P=X-a)X —-ag)...(X —ay),

On en déduit donc que : a; €R, as€R, ..., a, €R.
Le polynome P est donc scindé sur R ‘

e On a démontré dans la question 2 que si P est scindé sur R, alors :
Vz eC, |P(2)| = |Im(2)|".
e Dans la question précédente, on a démontré que si I'assertion

VzeC, |P(2)| = |Im(z)|"

est vraie, alors P est scindé sur R.
On a donc démontré le résultat suivant :
«Soit P un polyndéme unitaire de R[X], de degré n = 1. P est scindé sur R
si et seulement si : Vz € C, |P(2)| = |Im(2)|". »

. Soit zeC. Alors P,(2)=0 <— 2"—(z2-1)"=0 < 2" =(z-1)". Remar-

quons que P,(0) =0" - (0—-1)" = —(—=1)" #0. Ainsi 0 n’est pas solution de
Iéquation P,(z) = 0. On peut donc écrire :

Pn(2)=0<=>(2_n1) =1<:>(Z_1) :1(:»(1—1) =1.
V4 V4 V4

Ainsi P,(z) =0 si et seulement si 1— % est une racine n-iéme de l'unité.
Notons wg,w1,...,w,—1 les n racines n-iémes de I'unité définies par :
- 2km

VEe[0,n—1], wp=¢e""n .
Alors,

1
P,(2)=0 << 3dke[0,n—-1],1-—=w;,
z
1
<~ Jdke[0,n—-1], — =1-w;.
z

Or I’équation % =1-wp, a des solutions si et seulement si 1 —wy #0. De
plus, la seule racine n-iéme de I'unité égale a 1 est wg = 1. On a donc :

1
P,(2)=0 = 3kel,n-1], —=1-w;
z

— Jkell,n-1], z= .
1-w;
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Les solutions dans C de ’équation P,(z) = 0 sont donc les n — 1 nombres

1
complexes de la forme |z, = avec|ke[l,n—1]|
1-wy, _

2. Pour tout réel 6,

; 0\ —if 0 (& g 8\ & [ _;j& ;o
1—e‘9:(1—e’9)e ‘2¢'2 =(e s —ee Lz)e’2 :(e 12—e12)e

il -4
_ . 0\ .
=-2i (&) e‘g =|—-2isin (5) e’g d’apres les formules d’Euler.

3. Les racines de P,(X) sont les solutions z1,...,z,-1 de I'équation P,(z) =0

trouvées dans la question 3(a). Soit k€ [1,n—1].On a :

1 1

2, = =
k T—or 1 %

ly

0

et d’apres la question 3(b) avec 6 = 2"7” onal-e = —2isin(k”)eik7”.

D’ou

1 i o 1

n

Zp = = e ‘'n = —ei(%_T .

~2isin (2]’ 2sin(2) 2sin (12]

n n

Puisque k€ [1,n—-1],ona 0<k <n, donc 0 < ]% <7 et donc Sin(kn) > 0.

n

1
2sin(k”)

n

La forme exponentielle de z;, est donc : |z =

On consideére le polynéme a coefficients réels :
P(X)=X*-2X3+3X%-2X +1.

Soit a une racine complexe, non réelle et double de P.

1. Comme «a est une racine double, on sait d’apres le cours que :

P(a)=P'(a)=0|

. Le polynéme P est a coefficients réels. On sait dans ce cas que si a est une

racine complexe de P, alors @ est aussi une racine de P. En appliquant le
méme raisonnement & P’, on en déduit que ’E est racine double de P |.

. P est un polynome de degré 4 de coefficient dominant 1 et admettant pour

racines doubles a et @. On en déduit immédiatement que :

P(X)=1x(X - a(X - |

. La factorisation de P sur R[X] est obtenue en regroupant les racines

conjuguées de P. Ainsi :

PX)|= (X - (X - @)

(X2-(a+ DX +a@)’

= (X2 -2%e(0)X +al?)- (X? - 2%e(@)X +|al?) |

. En utilisant 'expression factorisée de P donnée a la question 3, on trouve :

[P0)|=(0-a)*(0-@)” = (a@)’| = |a*

Or P(0) = 1 par définition de P. On en déduit : (car c’est un nombre
réel positif).

. En développant 'expression donnée a la question 3, on trouve :

P(X)=X*-4%e(@)X® +2lal® +4%e(a)>)X? — 4%e(a)|a)?X + |al*.

Par identification avec les coefficients du polynéme P, on en déduit le
systéme suivant :

—4Re(a) = -2

2|a|? +4%e(a)® =3

—4%e(a)|al? = -2

lal*=1

On en déduit alors : Ze(a) = % Et puisque la|? = (Ze(a))? + (fm(a))z, il

vient :

2 _q_ 1)2_§
(fm(a) =1 (2 =1
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Par conséquent,

Jm(oc):—? ou Jm(a):?.

On en déduit :

1. Démontrons que : Vx> -1, In(1+x) <x.
Soit x €] — 1;+oo[. Considérons la fonction

f:1-1;40c0] — R
t —  In(1+1¢).

Puisque la fonction In est dérivable sur R**, alors par composition la
fonction f est dérivable sur ]— 1;+oo[. De plus,

)=
Vte]l-1;+o0l, f(t)—1+t.

e Six =0, alors In(1 +x) < x puisque In(1) = 0.
e Supposons x > 0. La fonction f étant continue sur [0;x] et dérivable

sur ]0;x[, on peut lui appliquer le théoreme des accroissements finis.

Par conséquent, il existe un réel c €]0;x[ tel que :

f)-f0) . 1 In(1 +x)
T e =—

fler= x—0 T l+c x

. 1 .
Puisque ¢ >0,0n a0 < Tre <1, cest-a-dire
c

In(1+x)
s—<

0 1.

X

En multipliant par x qui est strictement positif, on obtient :

In(1+x)<«x.

e Supposons —1 <x <0. f est continue sur [x;0] et dérivable sur lx;0[,
donc d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]x;0[ tel
que :

0—x Y Tve T T 2

fle)=
Ona:

—-l<x<ec<0=0<1l+x<1l+cx<1

-

1
=1 cart— — est décroissante sur ]0;+oo[
1+c t

In(1+x)
—
x
= In(l+x)<x carx<O.

1

Par conséquent, on a donc bien :

]Vx €l-1;+ool, In(1+x) > x \

2. Considérons un entier naturel n >2.On a :

14 l)n _onln(+d) (1 _ 1)_" _nin(i-1)
n n

Par conséquent, on a les équivalences suivantes :

1\" "
(1+—) Ses(l——)
n n
enln(1+%) <e< e—nln(l—%)

n

1 1
< nln (1 +—|<l<-nln (1 - —) par croissance de la fonction In
n

1
— In[1+— s—s—ln(l——)
n n
1 1 1 1
— In{l+—-|<— et —<-In|(1--—
n n n n
1 1 1 1
— In{l+—-|<— et In(fl-—|<——
n n n n
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Or, on sait d’apres la question 1 que, puisque % >-1let —% > -1, alors : On consideére la fonction f définie par :
1n(1+1)<l et ln(l—l)s—l. X+ — six <0,
nen neen VieR, f)={ . 1’“
D’apres les équivalences ci-dessus on en déduit : € sinon.
x
(1 N 1)” ce< (1 _ l)” . 1. Rappelons que par définition, f est continue en 0 si :
n n .
lim f(x) = £(0).
x—0
Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b et soit £ une fonction continue sur le Or ) ) 1
segment [a, b] et dérivable sur Ja, bl telle que f(a)=f(b) =0. xli%l- fla)= 3161_1}(1) o 1 —x) =1L
1. Posons pour tout x € [a,b], g(x) = f (x). D’autre part, d’apres les équivalents usuels en 0, on a :
X
Puisque f est continue sur [a,b], alors g I'est également. De méme, g est lim e’ -1 _1
dérivable sur la,b[ et : x—0 x '
Donc
f'(x)x — f(x)
Vx€la,bl, g'x)=—"—F—. lim f(x)= lim f(x)=1.
X x—0~ x—0*

D’autre part, f(a) = f(b) = 0 donc : g(a) = g(b). Le théoreme de Rolle Ainsi, .

permet alors d’affirmer qu’il existe un réel c €]a, b[ tel quel g'(c) = 0. Or 3161_1}(1) flx)=1.

ona:

, Fle)e— Fle) Or, par définition de f,ona : f(0)=0+ 10" 1. Par conséquent,
g (C) =0 < 5 =0
c ;
lim f(x) = f(0) |
= f'(c)e—f(c)=0 lim £ f
— fc)= 1 car ¢ >0 (puisque 0 <a <c < b). Autrement dit, | f est bien continue en 0 ‘

c
On a donc bien démontré 'affirmation suivante :

f(c)

c

Jc€la,bl, f'(c)=

2. Cela signifie qu’il existe un point ¢ dans I'intervalle la, b[ tel que la tan-
gente a la courbe de f au point C de coordonnées (c, f(c)) est parallele a
la droite (OC), ou O est le point de coordonnées (0,0).

2. Démontrons que f est dérivable a droite en 0. Calculons pour cela le taux
d’accroissement de f en 0". Soit x > 0, alors :

e’ -1 1
f(x)_f(o)_ X B _ex—l—x
= = 3 .

x—0 X X

D’apres I'indication donnée dans I'énoncé, on a :

x2

ef-1-x ~ —.
(x—0) 2
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D’ou ) (c) Soit T' la tangente a 6 en 1. Alors, d’apres le cours, I'équation de T
fR-fO x2_1 est donnée par :
x—0 x—0 x2 2 y=FfO)+Ff (1)x-1).
Par conséquent, Or
lim w:1 , , efxx—(e*-1x1 e(x-1+1
x—0* x—0 2 Vx>0, [f(x)= 5 = 5 .
X X
Ainsi, | f est dérivable a droite en 0 et fé(O) =1/2| D’ou f'(1) = 1. De plus, f(1)=e—1.
3. Etudions la dérivabilité a gauche de f en 0. Soit x < 0, alors : Done, T a pour équation y =e—1+(x—1), ie. '
£(x) - F(0) B X+ 1T1x -1 B x(l—x)lﬁ-_lx—(l—x) B x(12_—xx) B 2 L
x—0 x x x 1-x x—0

On en déduit que | f est dérivable a gauche en 0 et que f é(O) =2

4. On déduit des deux questions précédentes que ’ f n’est pas dérivable en 0
puisque les dérivées a gauche et a droite en 0 ne coincident pas.

5. On remarque que :

lim f(x)=-oco| et | lim f(x)=+o0]|,
x——00 x—+00

ou la deuxiéme limite est obtenue a 'aide du théoréme de croissances
comparées.

6. (a) Rappelons que, pour tout x <0 :
1
fx)=x+——.
1-x

Ainsi, la droite A d’équation est asymptote a ¢ au voisinage
de —oo puisque :

flx)—x=

e

1—xx—-c0
(b) Soit x <0. Alors : L
fx)—x= 1 > 0.

Donc, | 67 se trouve au-dessus de A sur ]-o00,0]|.
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