Chapitre 1 - Les fonctions arcsin, arccos, arctan TD MT2 - Printemps 2022

o x
1 Les essentiels B Démontrer que pour tout réel x positif, Toa2 < arctan(x) < x.
x

Compléter le tableau des valeurs remarquables ci-dessous. ﬂ Soient f et g deux fonctions définies par :

X
f:x— arctan( ) , g . x+— arcsinx.
0 0 m ||| 2n | bn | b | 4n 9 V1-x?
=== | = |— | =127
6 142 3 6 4 3 1. Déterminer les domaines de définition de f et de g.
o 2. Déterminer les points ou f et g sont dérivables et calculer leurs dérivées.
cos(6) 3. En déduire une relation entre f et g.
sin(0) 7 On . 1s . . . ( x )
- considere la fonction f : x — arcsin
V1+x2
En déduire les valeurs de - 1. Justifier que la fonction f est définie et dérivable sur R.
) ) 2. Calculer f'(x) pour tout x € R.
arcsin (5) , arccos (—5) , arctan(l), arcsin(0). 3. En déduire une expression simplifiée de f(x) pour tout x € R.

4
n Résoudre I'équation suivante : arccos(x) = 2arccos (g)

n Calculer :
2 4 i
arccos(0), arccos(—1), arcsin (%) , arctan (\/g) , arcsin (sin (?ﬂ)) . 2 Pour travailler seul

n Démontrer les formules ci-dessous :

n Soit x € [-1,1]. 1. Vxe[-1,1], arccos(—x) = —arccos(x) + 7.
1. Développer les expressions ci-dessous puis les exprimer sous la forme d’'un 2. Vx>0, arctan(x) + arctan(1/x) = /2.
polynéme du second degré : 1
3. Vx eR, cos(arctan(x)) = .
. V1+x?
cos(2arccos(x)), cos(2arcsin(x)). x
4. Vx € R, sin(arctan(x)) = .
. ) V1+x2
2. Démontrer que :
(a) cos(arcsin(x)) = V1-x2Z (b) sin(arccos(x)) = vV1—x2. Démontrer la formule ci-dessous pour tout x €[0,1] :
arcsin(x) = arccos (\/ 1- x2) .
) - . _ i s
u Démontrer la formule suivante : Vx € [-1,1], arccos(x) +arcsin(x) = 5. En déduire une formule analogue pour x € [~ 1,0].
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Chapitre 2 - Systémes linéaires et matrices
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1 Les essentiels

o

1.

2.

(12

Déterminer les solutions des systémes ci-dessous :

3y—z+t=4 —2y—-6z+8t=6
{—x+y+z+t=0 3 <—x—y—5z+7t=7
—y—-2z+t=-4 " | -x-3y-11z+15t=13

—x+2y+z+t=2 —-x—2y—-8z+11t=10

2x+2z—-4t=4
—3x+2y+z+4t=-12
3x—-3y—-3z—-3t=15
—x—y—-3z+3t=1.

—-2x+y+8z=-2
13x—2y—-122=17
—-2x+y+8z=-3

Dans I'espace muni d’'un repére (O; i, j,k), on considere les trois plans &1,

Yo et P35 d’équations respectives :

P :3y+3z2=-12
Py . —x+3y+6z2=-15
Py 2x+2y—4z=-2.

Déterminer l'intersection des plans &7, % et H3.

o

1.

3.

o

Soit m un parameétre réel.

Echelonner le systéme (S) d’inconnue (x, y,z) € R? ci-dessous :

x+my+m?z=1
(S) s m2x+y+mz=0
mx+m2y+z=0.

Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de m le systéme (S) admet une unique
solution et exprimer cette solution en fonction de m.

Résoudre (S) pour les autres valeurs de m.

Effectuer, lorsque cela est possible, les calculs matriciels suivants :

1(—132)_3012) 2(123+(0 0)
“l1 0 1)7%2 1 0 11 1711
1 0 2y (22 0 4
3. (1 1 0)+(1 2 —2) 4. (1 2 3)(5)

3 -12 o4 3 6

1 2 3y (1 2
5. (0 1 1)x(o 1) 0 1\(3 -2
100 \1o 6. (2 3)(—1 o)‘

On considere les matrices :
-5 6 1 0 1 2 -1 2
L S R B A Pt
1. Calculer les produits QP et PD@Q.

2. En déduire une méthode simple pour calculer A™ pour tout n € N.

Déterminer la transposée de chacune des matrices ci-dessous.

0 0 1

010 1 0 -3
a=[9 00 B=( -2 o), c_(7 : _1).

1 11

0o -1 -1
SoitA=|-1 0 -1
-1 -1 0
1. Calculer A? et déterminer deux réels a et B tels que A2 = aA + BI.

2. En déduire que A est inversible et expliciter son inverse.

a b 0
On considere les matrices A = (O a b) et B=A—al3, ouaetb sont
0 0 a

deux réels fixés non nuls.

1. Expliciter les coefficients de la matrice B.
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2. Calculer B? et B3, puis B” pour tout entier % = 3.

3. En déduire I'expression de la matrice A™ pour tout n € N.

Etudier I'inversibilité des matrices suivantes et déterminer leurs inverses
le cas échéant.

1 -1 -1 12 0 _018_21_01
A=|11 2 0], B=|1 1 -1|, C=
-2 -2 1 4 6 -2 1o1-2 -1
0 0 0 -1
2 Pour approfondir
s . -1 -2
m On considere la matrice A = 3 4]
1. Calculer A%2—3A +2I. En déduire que A est inversible et calculer son

inverse.

2. Pour n = 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par
X?-3X+2.

3. Pour tout polynéme P = a, X" +--- +asX?2+a1X +ag de R[X] et toute
matrice M € Ms(R), on pose :

P(M)ZanM"+--~a2M2+a1M+a012.

On admet alors le résultat suivant : Théoréme. Pour toute matrice M €
M(R), tous polynémes P et @ de R[X], et tout nombre réel A,

() P(M) e M2(R),
(i) (AP +@Q)M)=AP(M)+Q(M),
(i) (PQ)M)=P(M)xQ(M).

Déduire alors de la question précédente I'expression de la matrice A" en
précisant ses coefficients.

4. On considere les suites (u,), et (v,), définies par (ug,vo) € R? et :

Un+l=—Up—2Up

VnelN,
Up+1 =3Un+4v,

Ecrire la relation de récurrence précédente sous forme matricielle et en
déduire I'expression de (u,), et de (v,), en fonction de ug, vy et n.

Soit A = (Ccl 2) € M2 (R). On définit le nombre réel det(A) = ad—bc, appelé

le déterminant de la matrice A.
1. On pose B = (_dc _ab). Calculer le produit AB.

2. (a) En déduire que si det(A) # 0, alors A est inversible.

(b) En utilisant la question 1, démontrer que si det(A) =0, alors A n’est
pas inversible.

3. Quel résultat a-t-on démontré ?

3 Pour travailler seul

0111

. 1011
ESmtA_IIOI
1110

1. Calculer A? et déterminer (a,b) € R? tel que A% =aA +bly,.

2. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

111
m On considere les matrices A = (0 1 1) et B=A-1I3.
0 01

1. Expliciter les coefficients de la matrice B.
2. Calculer B? et B3, puis B pour tout entier % = 3.

3. En déduire 'expression de la matrice A" pour tout n € N.
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Etudier I'inversibilité des matrices suivantes et déterminer leur inverse

le cas échéant.

-1 1 -1
A=|-1 0 O
-2 0 1

-1

S O = O

0

-2

-1
-1
-2

m Initiation au traitement d’images. On considére la matrice M de Mo(R)
formée de O et de 1 représentant I'image ci-dessous :

0 0 1 1

Dans cet exercice, pour transformer une matrice en une image, on utilise le

code couleur suivant :
0:1

On définit les matrices

<

]
[
o e e e e
HH R RRRRRe
e e e

O R e e

1:0

o e
[ e e e e N
e

B R e e e e e

1 .

0
1]
0
1
0
0

0
0
0
0
1
0
0
0
0

1

0
0
0

of.

0
0
0
0

Associer chaque calcul matriciel ci-dessous a I'image correspondante.

1. ‘M
2. AxM

3. MxA

4. U-M

5.
6.

NI DI

(M + ‘M)
(o1 - ‘)

m Les systémes linéaires en chimie. Utiliser la résolution d’'un systeme li-
néaire adéquat pour équilibrer la réaction chimique ci-dessous entre ’hydroxyde
d’aluminium A/(OH)3 et 'acide sulfurique H2SOy :

Al(OH)3+H2S04 — Ala(SO4)3+ H90.
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1 Les essentiels

Pour chacune des fonctions ci-dessous, représenter graphiquement f dans
un repére orhonormal du plan, puis en déduire par un calcul d’aire la valeur de

1
I'intégrale f f(x)dx.
-1

1-x
2

1 f:x— 2. f :x—|1-2x| 3. f :x—x-2[x].

m On consideére le plan rapporté a un repére orthonormal (O; Z,j)
1. Calculer l'aire de la surface si- y
tuée sous la parabole d’équa- 1
tion y = x(1 —x) et au dessus
de I'axe des abscisses (O,;)

2. On considére le point Q de
coordonnées (%,O). Déterminer o
I’équation du cercle de centre
Q et de rayon % et en dé-
duire la valeur de l'intégrale

fol\/o_cvl—x dx.

m Déterminer les primitives des fonctions ci-dessous en précisant leurs
ensembles de définition :

1. t— 5. x— tan(x)

1+¢2 ' x

2. t— cos(?)sin(t)

6. t— L.

m Calculer les intégrales ci-dessous :

3 z 1
I= f L dx, Ip= f "sin’(0ds, I3= f — L __dx,
2 1-x 0 0 V3-2x2

1 arcsin(t) n 2
J =f —dt, J =f cos4(t)sin2(t)dt, J :f |cos(x)|dx.
! 0 V1-¢2 2 0 3 0

Calculer les intégrales suivantes en intégrant par parties :

e
1. I:f 1nﬁdt,
1

1
2 3. Kzf2 arcsin(¢f)d¢,
0

z 1
2. J= f ? xsin(x)dx, 4. L= f (2 —t+2)etdt.
0 0

E Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variable
proposé :

dx, en posant x =2+ sin(¢),

5/2 1
1. 1:[ S
2 V-x2+4x-3

In(2) e
2. J:f dx, en posant t=-e",
1 e ¥ +e*

3 1

3. K:f ———dx, en posant u = +/x,
1 vVx(1+x) ¥ P u= Ve
2 1

4. L = B —
1 V—t2+2t+3

t—1

dt, en posant uzT,
* o1 t
5. poura#Oetxe[R,sz ———d¢, en posant u = —,
0 a2+t2 a

/4 dx
6. N :f ————— en posant u =tanx.
o 1+4cos(x) P

1. Déterminer deux réels a et b tels que :

1 a b

Yue]l-1;1 = .
uel-LL 1-u2 1-u 1l+4u

1
2. En utilisant le changement de variable u = §t —1, déterminer les primi-

tives de la fonction ¢ — 1 sur ]0;4[.

t2

m Soit £ : R — R une fonction continue. Justifier que les fonctions g: R — R,
h:R—Ret@:R— Rci-dessous sont dérivables et exprimer leur dérivée :

X

g(x)=fx f(t)dt, h(x)=f xf(t)de, (p(x)=x2fx xf(t)de.
2x 0

—X
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Chapitre 3 - Intégration sur un segment TD MT2 - Printemps 2022
a
. Déterminer, en ut111sa>1knt les sommes de Riemann, les limites des suites 3. Démontrer, pour tout entier naturel & non nul, 'égalité Iy = I 1 — e
définies par, pour tout n € N*, k!
n ak
n nooq n B2 4. Déduire de ce qui précede que : VneN, I, Z k_
o Ta=Y —, U=y ——. =1
; k2 " ,,;n+k . kZ:“ln‘g-H‘Lk2 o
5. En déduire finalement lim Z —
Indication : pour finaliser le calcul de la limite de U,, on pourra déterminer n—tooy
3 x2 b
deux réels a et b tels que : Vx € R, s =a+ 5 .
l+x 1+x 3 Pour travailler seul

2 Pour approfondir

On considere la fonction f : [0; +oo[— R définie par :

fo t dt
x2Jo 2et+1

— six=0.
3

six>0,

flx) =

1. Justifier que f est dérivable sur 10, +oo[ et expliciter f’.
1 1 1
< < -,
2e*+1 2et+1 3

2. (a) Démontrer que pour x >0 et ¢ €[0;x] :

(b) En déduire : Vx >0, 207+ 1 < f(x) < 3

3. La fonction f est-elle continue en 0 ?

Meédian 2014. Soit a un nombre réel positif fixé. Pour tout entier naturel

axn

—e * dx.
n!

1. Calculer I en fonction de a.

n,on pose : I, =

2. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x de
x" x"
l'intervalle [0,a] : 0 < —e™* < —.
n! n!

(b) En déduire un encadrement de I,, pour tout entier naturel n.

—X

(¢c) Déterminer la limite de la suite (I,),,cn-

m Calculer les intégrales I = f sin(¢)
1+ (cos(t))2

etJ =
fz t2

1
m Calculer I'intégrale I = f Vv x(1-x)dx, en posant le changement de va-
0

hm —Z\/k(n k).

riable x = sin(0), puis en déduire la valeur de :

m En utilisant les sommes de Riemann, calculer hm — Z \/ , puis en

déduire un équivalent simple de la suite de terme général Z VE.
k=1

2x At

Considérons la fonction f : R* — R définie par : f(x) = f e7dt.

X
1. (a) Démontrer que f est bien définie et dérivable sur ]0;+oo[ et détermi-

ner f' sur ]0;+oo[.

(b) Démontrer que [ est bien définie et dérivable sur ]—oo;0[ et déter-
miner f' sur ]—oo;0[.

(c) En déduire que f est dérivable sur son ensemble de définition et
donner l'expression de sa dérivée sur R*.

2. (a) Lorsque x > 0, donner un encadrement de e pour ¢ € [x,2x]. En

déduire I'encadrement : Vx > 0, In(2)e* < f(x) < In(2)e?*.

(b) Démontrer de méme : Vx <0, In(2)e?* < f(x) < In(2)e*.

3. Prolonger f par continuité en 0.
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Chapitre 4 - Espaces vectoriels
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1 Sous-espaces vectoriels

m Les ensembles ci-dessous sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3? Jus-

tifier.
1. Fl = {(x,y,z)€R3,x+2y=0}’

(x,y,2) € IR3, xy= 1},

.°°
||

r"
||

Fo=
(x,y,2)€R®, x—y+32-1=0¢,
Fy= }
Fi=

(x,y,z)EIR‘Q', x—y+3z:0}.

m Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels ? Justifier.

1. Flz{f:[R—»R;f(O)zl},

2. F {PEIRQ[X] P(1) = P(2)}
5 F ={( ) ;(a,b>eR2},
4. F {(x y)EIR{2 x>0}

L'ensemble E = {(un)neN eRN, up—2u; = 0} est-il un espace vectoriel ?
Lensemble F = {P €R[X], P(0O)+P'(X)= O} est-il un espace vectoriel ?

2 Familles libres, familles génératrices, bases

m Les familles suivantes de vecteurs de R? sont-elles libres? Sont-elles

génératrices de R??

F1=((1,1),(1,0)), Fe =((1,1),(2,2), F3=((1,0)).

Considérons, dans Ro[ X1, les polynomes :
Q1=1, Q2=X+1, Q3=X2+2X.

1. Soit P =X2+1. A-t-on P € Vect(Q1,Q2,Q3) ?
2. La famille (Q1,Q2,®3) est-elle libre ?

m Justifier que 'ensemble I ci-dessous est un espace vectoriel et déterminer

une base de F' :
_ [ a+3b 2a+b 9
—{M(a,b)—(a_b 0+ 5b ),(a,b)EC }

m Justifier que 'ensemble F' = {(x,y,z) eR®, x+3y-2z= 0} est un espace
vectoriel et en déterminer une base.

m On considere les fonctions f, g et A définies sur R par :

f(x) = cos(x)
Vx eR, g(x) = sin(x)
h(x)=x.

La famille (f, g,h) est-elle libre ?
3 Sommes de sous-espaces vectoriels

Soient F' = Vect((1,2,3)) etG = {(x,y,z) eER3 2x—y= z}. Déterminer une
famille génératrice de F' +G.

m Soient P =1+ X? et F 'ensemble des polynémes de R[X] divisibles par P.
1. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de R[X].

2. (a) Soit A un polynome quelconque de R[X]. Appliquer le théoréeme de
la division euclidienne pour la division euclidienne du polynoéme A
par le polynéme P.
(b) En déduire que tout polynome de R[X] s’écrit de maniére unique
comme somme d’un élément de F et d’'un élément de R{[X].
3. En déduire un sous-espace vectoriel G de R[X] tel que F et G soient
supplémentaires dans R[X].

UTBM



Chapitre 4 - Espaces vectoriels

TD MT2 - Printemps 2022

4 Dimension

E On considére un espace vectoriel E sur R, muni d'une base (e1,e2,e3). On
définit .7 = (f1, f2,f3), ou

fi=ei+ez, fo=ei1—ez et fz=eij+eg+es.

1. Démontrer que . est une base de E.

2. Déterminer les coordonnées de e; dans la base %.

Les familles suivantes sont-elles génératrices ?
1. ((1,1),(3,1)) de R2.
2. ((1,0,2),(1,2,1)) de R3.

E Les familles ci-dessous de vecteurs de R? sont-elles libres? Sont-elles
génératrices de R2?

%1 =((1,1,(1,2) et %B2=((1,0),(2,-1),(3,3)).

Calculer le rang de la famille (i, D).
2. Calculer le rang de la famille (P,Q,R ) de vecteurs de Ro[X] définie par :

P=1+X-X? @Q=-X+3X% R=2+X-X2

On considere les sous-espaces vectoriels de R* définis par F = Vect(a, b, c)
et G = Vect(x, y), ou

a=(1,2,3,4)

x:(_lyo’_l,Z)
b=(L118) et 1T
c=(2,1,1,1) y=i8e L

Déterminer les dimensions de F', G, F +G et F N G. La somme F + G est-elle
directe?

1. On considere les vecteurs & = (1,2,-1,1) et ¥ = (2,3,0,—1) de R%.

m On considere les sous-espaces vectoriels suivants de R3[X] :
F= {P € Rs[X], P(0) = 0}, G =Vect(1+X,X + X2, X2+ X9).

1. Déterminer les dimensions de F, G, F +G et F NG.
2. Donner une base de F nG.

m Dans R3, on consideére les vecteurs u1 =(1,0,0), ug =(1,1,0), u3 = (0,1,1),
ug =(~1,0,2) et us = (-1,2,4) ainsi que les sous-espaces vectoriels de R® ci-
apres :

F =Vect(ui,us,ug) et G =Vect(ug,us).

1. Déterminer la dimension de chacun des espaces F et G.

2. F et G sont-ils supplémentaires dans R> ?

5 Pour approfondir

m On considere le systéme linéaire (S) ci-dessous :

x+2z2-3t=0

x+y+2z-2t=0
7Y

y+t=0

2x+y+4z—-5¢t=0.

1. (a) Résoudre (S).

(b) En déduire que I'ensemble F' formé par les solutions du systeme (S)
est un sous-espace vectoriel de R* dont on déterminera une base.

2. Justifier que 'ensemble G = {(a -b,0,a,3a+b), (a,b) € Rz} est un sous-
espace vectoriel de R?* et en déterminer une base.

3. Démontrer que F et G sont supplémentaires dans R*.

On considére les sous-ensembles . et &/ de M, (R) définis par :

S ={MeM,R), ' M=M}, o={MeM,R), " 'M=-M}.

UTBM



Chapitre 4 - Espaces vectoriels

TD MT2 - Printemps 2022

1. Démontrer que . et &7 sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

2. Démontrer que .7 et & sont supplémentaires dans M, (R).

m On note I 1la matrice identité de M3(R) et O3 la matrice nulle de M3(R).

Pour toute matrice A de M3(R), on définit les ensembles suivants :

F1(A)={M € M3[®R), AM = M}
Fo(A)={M € M3(R), A>M = AM}.

1. SoitA € M3(R). Démontrer que F1(A) est un sous-espace vectoriel de
M3(R).
On admet que F2(A) est aussi un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. (a) Démontrer que : VA € M3(R), F1(A) c Fa(A).
(b) Démontrer que si A est inversible, alors F1(A) c Fo(A).
3. (a) Démontrer que si A —I est inversible, alors F1(A) = {Os}.

-1 1 0
(b) Application : déterminer F1(A) et Fo(A) pour A = ( 0 -1 1) .
0 0 2

0 0O
4. Dans cette question, on cconsidére la matrice D = (O 1 0).

0 0 2
a b ¢
(a) Démontrer que pour M =|d e f|leMs(R),ona:
g h i

Me Fi(D) <= a=b=c=g=h=1i=0.

(b) En déduire une base de F1(D).

6 Pour travailler seul

m Soient dans R? les vecteurs 07 = (1,1,0), 05 = (4,1,4) et 05 = (2,-1,4).

1. Démontrer que v7 et U2 ne sont pas colinéaires. Faire de méme avec v7 et
U3, puis avec v et U3.
2. La famille (v7,0%,03) est-elle libre ?

Les vecteurs u = (-2,0,1,-2), v = (0,-3,-1,-1) et w = (0,1,0,3) de R*
forment-ils une famille libre ? Une famille génératrice de R*?

1. Démontrer que les vecteurs I, J, K, L de M2(R) définis ci-dessous
sont linéairement indépendants :

A C R A R

2. Démontrer que toute matrice M de M2(R) s’écrit de maniére unique sous
la forme M = AT+ Agd + AgK + A4L avec (/11,12,/13,/14) € [R4.

Soit E = {(un)ne,\, eRN, (Un)nen converge}.
1. Démontrer que E est un espace vectoriel.

2. Démontrer que ’ensemble des suites constantes et 'ensemble des suites
convergeant vers 0 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
E.

Calculer la dimension du sous-espace vectoriel de R* engendré par les
vecteurs v1 =(0,1,2,3), ve =(1,2,3,4) et vg =(2,3,4,5).

m Démontrer que 'ensemble S3(R) des matrices symétriques d’ordre 2 &
coefficients réels est un sous-espace vectoriel de M2(R), engendré par 3 matrices
que l'on précisera.

m On note %8 = (;,.7) la base canonique de R? et et on considére les vecteurs
(&,0) de R2? définis par:

u= cos(@)?— sin(H)f, U= sin(H)?+ cos(@)f,
ou O est un nombre réel fixé tel que 8 # % [].
1. Démontrer que la famille 98’ = (ii, ) est une base de R2.

2. Représenter les vecteurs u et v dans le plan (O, Z,]) pour 0 = 7.

3. Soitm =(x,y)€ R2. Déterminer les coordonnées du vecteur m dans la base
%', puis expliciter la matrice R € M (R) telle que : mg = Rmg.
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1 Pour s’entrainer : calculs de développements limi-

tés

1. Déterminer le développement limité de x — -
+x
lordre 3 en 0.

2. Déterminer le développement limité de x —

+e* —cos(x) a

X a lordre 2 en 0.

3. Déterminer le développement limité de x — /1 +sin(x) a l'ordre 3 en 0.

4. Déterminer le développement limité de x — sin (2x2) & I'ordre 5 en 0.

71

Déterminer le développement limité de x — Inx a l'ordre 2 en 3.

x a lordre 2 en 4.

Déterminer le développement limité de x —

1. Déterminer le développement limité de x — exp(x) a 'ordre 3 en 2.

Déterminer le développement limité de x — cos(x) a I'ordre 4 en /2.

Déterminer le développement limité de la fonction x — arctan(x) a 'ordre

7TenO.

En se rappelant que tan’ = 1+tan?, déduire du développement limité de
tan a l'ordre O celui a 'ordre 1, puis répéter 'opération plusieurs fois jusqu’a

obtenir le DL5(0) de tan.

2 Etude locale des fonctions en un point

Calculer les limites suivantes :

In(1+x)—sinx cosx —V1—x2

1. 1 .
xl—I>I(1) x? 2. ,161_1,% 24
. ) . sin(x)
On considere la fonction ¢ définie sur R par : Vx € R, ¢(x) = Tt
x

ler ®(0).

Calcu-

1
Soit [ :x+— 1z Déterminer f*)(0), pour tout entier % € N.
—-x

Soit f la fonction définie par :

f : R* — R
cos(x)—e*

—

X

Démontrer que f admet une limite en 0. On notera encore [ le prolonge-
ment par continuité de f.

Déterminer I'’équation de la tangente T' a la courbe représentative €r de
f en 0.

Quelles sont les positions relatives de T' et de 6 au voisinage de 0?

x2
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = [ V1+t2 dt.
X

(a) Rappeler le DL5(0) de la fonction . — v'1+ u.
(b) En déduire le DL 4(0) de la fonction t — V1 + 2.
(c) Déterminer le DL5(0) de la fonction f.

En déduire 'équation de la tangente (T') a 1a courbe ¢r de f en 0, ainsi
que la position de ¢r par rapport a (7).

Soit f la fonction définie par :

—_— [R
In(1+x+x2)—x
22

f : 1-00,0[uU]0,+oo[

X —

Démontrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolon-
gement est dérivable en 0.

Quelle est alors la position relative, au voisinage de 0, de la courbe du
prolongement de f par rapport a sa tangente en 0 ?
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38 Etude locale des fonctions en linfini

m Soit f la fonction définie par, pour tout x € R},

f(x)=e*/x(x +2).

Démontrer I'existence d'une asymptote (D) en +oco a la courbe €7 représentant
f et déterminer son équation, ainsi que la position relative de ¢ par rapport a
(D) au voisinage de +oo.

Considérons la fonction
f : 1,+o0[ — R

x — (x+1)exp(x%1).

Démontrer que la courbe représentative ¢ de la fonction f admet une asymp-
tote oblique (D) en +oco. Déterminer ’équation de (D) et préciser la position
relative de 4 par rapport a (D) au voisinage de +oo.

4 Pour travailler seul

m On pose pour tout x € R* :

e* —cos(x)
px)= ——.

1. Déterminer le développement limité a I'ordre 3 en 0 de ¢.
2. En déduire la limite ¢ de ¢ en 0.

3. On prolonge ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = ¢. On pose alors pour
tout x e R,

fl)= fo o(H)dt.

(a) Justifier que f est dérivable sur R et calculer f'(x) pour tout x € R.

4.

5.

(b) Déduire des questions précédentes le développement limité a 'ordre
2en0de f.
(c) Déterminer I'équation de la tangente (T') a la courbe représentative
¢ de f au point d’abscisse 0 et la position relative de ¢ par rapport
a (T) au voisinage de 0.
On pose pour tout x € R*,

g(x)= %2 (ealc —cos (1)) .
x

(a) A laide de la question 1, démontrer que la courbe représentative Cyq
de la fonction g admet une asymptote oblique %, en +oo. Préciser
I'équation de Z,, ainsi que la position relative de €, par rapport
9. au voisinage de +oo.

(b) Démontrer, de méme, que ¢, admet une asymptote oblique Z_, en
—oo0. Préciser 'équation de Z_, ainsi que la position relative de ¢,
par rapport Z_., au voisinage de —oo.

1. Rappeler, pour a € R, le développement limité a I'ordre 2 au voisi-
nage de 0 de la fonction u — (1 +u)®.
Déterminer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de la
fonction

fo:l-gzl - R
x — y/cosx.

. On pose pour tout x € [-%,Z],

X
g(x)=1+f Vcostdt.
0
T T

Justifier que la fonction g ainsi définie est dérivable sur [_E’ 5] et calculer
g'(x) pour tout x € [-%,Z].

. Démontrer que g admet un développement limité a 'ordre 3 au voisinage

de 0 et le déterminer.
(a) On note % la courbe représentative de la fonction g. Déduire de
la question précédente ’équation de la tangente (T') 4 % au point
d’abscisse 0.

(b) Déterminer la position relative de % par rapport a (T') au voisinage
de 0.
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1 Reconnaitre une application linéaire

Les applications ci-dessous sont-elles linéaires ? Justifier.

1. A1 @ R - R2
(x,y,2) — (x+y,2)
2. fo M,(R) — M, (R) ouneN*etAeM,(R)sont fixés
M — AM-MA
3. f3 : € — c3
(x,y) — (x—-2y,x+y,3y)
4. fr + R — R

(x,y) — «xy

m On considere 'application

f : M31(R) — M3 1(R)

x 2x+3y—4z
y — x+y+2z |.
z -z

1. Déterminer une matrice A € M3(R) telle que :

VX € M3 (R), f(X)=AX.

2. En déduire que f est un endomorphisme de M3 1(R).
3. Lapplication f est-elle bijective ?

2 Image et noyau

m On considere application: ¢ : Ro[X] —  Ro[X]
P — P'-P(0).

1. Démontrer que ¢ est linéaire.

2. Déterminer Im(¢p).

3. Calculer (X +1).

4. En déduire une base de Ker(¢).

1. Démontrer qu’il existe une unique application linéaire f de R® dans
M5 (R) telle que :

01 1 2 1 0

£(1,3,0)= (

2. Déterminer l'expression de f(x, y,z) pour tout (x,y,z) € R3.

3. Déterminer une base de Ker(f).

4. Déterminer rg(f).

Ro[X] —  Re[X]
PX) — XP'X).

On consideére l'application linéaire ¢

1. Déterminer une base du noyau de ¢.

2. Déterminer une base de 'image de ¢.

3. Vérifier que le résultat est cohérent a I'aide du théoréeme du rang.

2.

3.

Soit f : R3S @ — R2
(x,y,2) — QRx—y+z,y—2).

. Démontrer que f est linéaire.

(a) Déterminer une base de Ker(f).
(b) Déterminer la dimension de Im(f).
(a) L'application linéaire f est-elle injective ? Justifier.

(b) Lapplication linéaire f est-elle surjective ? Justifier.

B Soit E = Ry[X]. Notons B = (1,X,X2) la base canonique de E. Soit m € R.
On consideére 'application

fm3 E — E
P — X2P"—(2m-1)XP' +m?2P.
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1. Démontrer que 'application f, est linéaire.
2. Calculer fy, (X*) pour & €{0,1,2}.

3. En déduire une base et la dimension de Im(f;,) puis la dimension et une
base de Ker(f,,) en fonction du parametre m.

Soit f Tapplication de R3 dans R? définie pour tout (x,y,z) € R3 par :

f(x,y,2) = (2x,-2x — y — 2,2y + 22).

Démontrer que f est linéaire.
Déterminer une base de Im(f).

Déterminer une base de Ker(f).

L s

Im(f) et Ker(f) sont-ils supplémentaires dans R3 ?

m Soient E, F' et G trois espaces vectoriels sur K. Soient f : E — F et
g :F — G deux applications linéaires.

1. Démontrer I'inclusion : Ker(f) c Ker(go f).
2. Démontrer I'inclusion : Im(go f) < Im(g).

3. Etablir 'équivalence suivante :

gof =0 < Imf cKerg.

3 Pour travailler seul

m On considere application linéaire

f: R — R3

(x,y) — (x—v,2y—x,x+3y).

1. Déteminer dim (Ker(f)).
2. Déterminer dim (Im(f)).

m Calculer f(1,-2,-1) ou f : R? — R3[X] est application linéaire définie
par:
£(0,0,1)=1+3X3,

£(1,0,00=-X +X2,  £(0,1,00=X,

1. Démontrer qu’il existe une unique application linéaire f de Ra[X]
dans R? telle que :

fA+X+X%)=(1,-2), fX) =D, f(1-2X%)=@G,D.
2. Calculer f (3X2).
3. f est-elle surjective?
4. f est-elle injective?
€0 Final Automne 2020.  Soit £ : Rs[X] — R3

P — (P(-1),P(0),P(1)).
1. Démontrer que f est linéaire.
2. (a) Caleuler f(1), f(X), f(X?), f(X3).
(b) Déterminer une base de Im(f).
3. (a) Rappeler la définition de Ker(f).
(b) Déduire des questions précédentes la dimension de Ker(f).
4. (a) Calculer f(X - X?3).

(b) En utilisant les questions précédentes, déterminer une base de
Ker(f).
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1 Les essentiels - Domaine de définition

Déterminer et représenter graphiquement dans un plan les domaines de
définition des fonctions de deux variables ci-dessous. Préciser quels domaines

sont des parties bornées de R2.

1 1
f1: (x,y)-—»ln( +xy)’ fo i (x,y)— e?+n?1, f3 : (x,y)—\/x—y2.

1-xy

m On considere la fonction £: (x,y) — In(1 - x2 — y?).

1. Déterminer et représenter graphiquement le domaine de définition de f.

2. Soit @ > 0. Déterminer .£_, la ligne de niveau —a de f.

m Déterminer et représenter graphiquement dans le plan le domaine de
définition de la fonction f: (x,y) — In (xz +y2— 4).

2 Les essentiels - Limite et continuité

On définit £ de B2 dans R par : pour tout (x,y) # (0,0), f(x,y) =

et £(0,0)=1.

2

x2 +y2

1 1)‘

1. Etudier les limites lorsque n — oo de f (0, %) et f(2,-=

2. Que peut-on en conclure?

n’> n

Il08 Etudier la continuité des fonctions ci-aprés définies pour tout (x, y) de R?

par:
X .
f ( ) szyy2 S1 (x,y)75(0,0)
1%, y) =
0 sinon
2
x“+y .
5 o S1 (xa )#(070)
fala,y) =13 x2+y2 Y
0 sinon

.’)C2y

. si (x,y) #(0,0)

0 sinon

fZ(x’y) =

si(x,y) #(0,0)

0 sinon.

xy
falx,y)= { x?+y

x2+2xy+y

3 Les essentiels - Dérivées partielles premiéres

Soit f : R%Z — R une fonction de classe ¢! sur R? telle que

0 0
f1,-1)=2, —f(l,—l):3, —f(l,—l):—2.

0x oy
Donner, sans justification, ’équation simplifiée du plan tangent a la surface
représentative de f au point de coordonnées (1,—-1,2).

Déterminer ’'équation du plan tangent

B soit f : B2 — R

(x’y) — ecos(nxy)'

2 ala surface représentative de f au point de coordonnées (1,1,7(1,3)).

Soit f: (x,y) — arccos(xy—1).
1. Déterminer 'ensemble de définition de f et le représenter graphiquement
dans un plan.

2. Calculer la dérivée partielle de f par rapport a y.

4 Les essentiels - Points critiques et extrema

Déterminer le(s) point(s) critique(s) de la fonction f donnée ci-dessous
ainsi que la nature de ce(s) point(s) :

f: R - R
(x,y) — 2x3—6x2+2y3+3y2.
Etudier les points critiques et leurs natures pour les fonctions suivantes :

]‘1(3c,y):x4+y4—(x—y)2 et folx,y)=(x—1)y—2)x+y—6).
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Déterminer les points critiques ainsi que la nature de ces points critiques
pour la fonction f définie ci-dessous :

f: R - R
(x,y) — xyexp(-x2—y?).

Déterminer les points critiques ainsi que la nature de ces points critiques
pour la fonction f définie ci-dessous :

f: R - R
(x,y) — bx?—6xy+2x+2y2—2y+1.

Trouver les points critiques de la fonction f suivante et déterminer si ce
sont des minima locaux, des maxima locaux ou des points selles.

f(x,y):sinx+y2—2y+1.

Soit f la fonction de classe €2 sur R? définie par :

V(x,y) eR?, f(x,y)=x*+y*—4xy.

1. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de f en tout point de R?.

2. Déterminer I’équation du plan tangent & f au point de coordonnées
1,-1,7(1,-1)).
3. Déterminer le(s) point(s) critique(s) de f.

4. Etudier la nature de ce(s) point(s) critique(s).

J88Y Déterminer les points critiques éventuels de la fonction ci-dessous et
leur(s) nature(s) en fonction du parametre m e R :

f: (x,y)-—>x2+2xy+my2.

5 Pour approfondir

Soit f :R%Z — R définie par :

x2— 42

Xy
x2 + y2
0 sinon.

fxy) = si (x,y) #(0,0)

1. Déterminer les dérivées partielles en (0,0) de f.

2. La fonction est-elle de classe €2 sur R??

BB  Soit / : R — R définie par :

3

W si (x,y) #(0,0)

0 sinon.

flx,y)=

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. On admet que f admet des dérivées partielles a Pordre 1 sur R2\ {(0,0)}.
Les calculer en tout point (x, y) de R?\ {(0,0)}.

0 0
3. Calculer, si elles existent, les dérivées partielles, a—f(0,0) et a—f(0,0).
x y

0
4. La dérivée partielle a—f est-elle continue en (0,0) ?
Yy
2

f
xay(0,0) et

5. Calculer, si elles existent, les dérivées partielles secondes 3
0%f
0yox

(0,0).

IB¥Y  Soit f la fonction de deux variables définie par :
V(x,y) € B2, fx,y) =3+ 3 +3xy.

1. Calculer le gradient de f et sa matrice hessienne.
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2. Utiliser le gradient de f pour calculer la dérivée de I'application x —

f(x,e*).

3. Donner I’équation du plan tangent a la surface d’équation z = f(x,y) au
point (1,1,5).

4. Déterminer les points critiques de f.
5. Déterminer la nature de ces points critiques.

6. En considérant 'application x — f(x,x), démontrer que f n’a pas de maxi-
mum global, ni de minimum global sur R2.

Final 2016 On admet dans cet exercice que 'équation e* = & d’inconnue

x2
x admet une solution et une seule § dans R*, et que % <p<1.

On considere Pouvert U =]0, +oo[xR de R? et la fonction f de classe €2 sur U
définie par
f: U — R

(r,y) — L+et—yZer.
1. Représenter graphiquement ’ensemble U.

2. Calculer, pour tout (x,y) de U, les dérivées partielles premiéres de f en
(x,y).

3. Montrer que f admet deux points critiques et deux seulement, dont I'un
des deux est a =(f,-2).

4. Est-ce que f admet un extremum local en a ? Si oui, préciser sa nature.

Final 2017 Soit g 'application définie par :

g : 10,400 — R
X — 22 +1n(x).

1. Montrer que g est strictement croissante et dresser son tableau de varia-
tions.

2. En déduire que I’équation g(x) = 0 d’'inconnue x €]0; +oo[ admet une unique
solution. On notera «a cette solution dans la suite.

3. On considére I'application

F : RixR — R
(x,y) — xe”+yln(x).

On admet que F est de classe €2 sur son ensemble de définition.
(a) Calculer les dérivées partielles premieres de F'.

(b) Donner I’équation du plan tangent a la surface représentative de F'
au point de coordonnées (1,0,F(1,0)).
(c) Montrer que F admet comme unique point critique le point (a,In(a)).

(d) Déterminer la nature de ce point critique.

6 Pour travailler seul

IOVl Soit :
g : R - R
(x,y) — %2 +y2 +xy.
Apres avoir trouvé I'unique point critique de g, montrer sans utiliser les nota-
tions de Monge qu’il s’agit d'un minimum global.
Indication : on pourra passer en coordonnées polaires.

Chercher les extrémums des fonctions f(x,y) suivantes :

1. (x,y)— (x—y)? +23 + 33 4. (x,y)—2x+y—x*—y*

2. (x,y)— (x—y)2 +x*+y* 5. (x,y)wm,x,y>0

3. (x,y)— x2y%(1+3x+2y) 6. (x,y)— xe” + ye~.
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1 Pour s’entrainer

On note % la base canonique de R? et € la base canonique de R2. Déter-

miner la matrice de 'application linéaire

f: R = R2
(x,y,2) — (y—x,2x-2)

relativement aux bases 2 et €.

Déterminer la matrice de 'application linéaire

f o RelX]l —  RelX]
P — XP'+P(0)

relativement a la base canonique 9 de Ro[X].

Soit f Papplication linéaire de R dans Ro[X] définie par :

£(1,0,00=1-X,  £(0,1,00=2X2+5X,  £(0,0,1)=(X +1)%.

Déterminer la matrice de f relativement aux bases canoniques % de R3 et € de

Ro[X].

Dans M5(R), on considere les matrices :

1 0 01 0 0 00
Ml‘(o 0) MZ‘(O 0) M3‘(1 0) M‘*‘(o 1)'

On note & =(M1,M9,Ms,M4) et ¢ 'application définie par :

¢ My® —  M® A_(1 1)
o 1)

M —~ AM-MA
1. Démontrer que % est une base de My(R).
2. Démontrer que ¢ est une application linéaire.

3. Déterminer la matrice de ¢ relativement a la base 4.

4. Déterminer une base de Im(¢p).
5. Déterminer une base de Ker(¢p).

6. Ker(p) et Im(¢p) sont-ils en somme directe ?

IPAY  On considere Papplication linéaire f de R? dans R3 dont la matrice dans
la base canonique est donnée par :

-1 -1 -3
0 1 0
2 1 4

1. Déterminer f(x,y,z) pour tout (x,y,z) € R3.

2. Soient e/ =(1,0,-1), e, =(2,-1,-1) et e =(-1,2,0).
(a) Montrer que %' = (e}, e}, e}) est une base de R3.
(b) Ecrire la matrice de f dans %8'.
(c) En déduire Im(f) et Ker(f).

(d) Interpréter f géométriquement.

Soit f I'application linéaire de R* dans R3 dont la matrice relativement
aux bases canoniques, (I,J/,K,L) et (i,],k) est

4 5 -7 -7
2 1 -1 3.
1 -1 2 1

On définit deux nouvelles bases 2 et %' de R* et R? respectivement : % =
(I,J,4I+J —3L,-TI+K +5L) et B' =(4i+2j+k,5i + ] —k,k). Quelle est la
matrice de f relativement & % et %' ?

On consideére les vecteurs 1, €2 et £3 de R? dont les coordonnées dans la
base canonique 98 = (e1,e3,e3) sont données par €1 =(1,-1,1), 2 =(-2,2,-1) et
e3=(2,-1,2).

1. Démontrer que & =(e1,€9,€3) est une base de R3.
2. Ecrire la matrice de passage de 8 4 &.

3. Donner les coordonnées dans & du vecteur e +eg —e3.
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2 Pour approfondir

Soit E un K-espace vectoriel muni d'une base 98 =(e1,ez,e3).
On considére 'endomorphisme f de E dont la matrice relativement a la base %

est
2 -1 O
A= -2 1 -2 ].
1 1 3

Soit %’ = (e1,£9,€3) la famille définie par
£1=e1+eg—eg
Eg=e1—es3
Eg=e1—eg.
1. Démontrer que %’ est une base de E et former D = Matg (f).
2. Exprimer la matrice de passage P de 2 &4 %’ et calculer P
3. Quelle relation lie les matrices A,D,P et P~1 ?
4. Calculer A™ pour tout n € N.

On note A = (el,e2,e3,e4) la base canonique de R* et on considere f
I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base 2 est

0 -1 -1 0
-1 0 0 -1
A 1 0 0 1
0 1 1 O

1. Démontrer que f est de rang 2.

2. Déterminer, en fonction des vecteurs de %8, une base de Kerf et une base
de Imf. En déduire que Imf = Kerf.

3. Sans calculer le produit de matrices, déterminer A2.

4. On pose F = Vect(el,ez). Démontrer que F' et Kerf sont supplémentaires
dans R%.

5. Notons (ul, ug) la base de Ker(f) trouvée dans la question 2. Déterminer
la matrice de f relativement a la base ¢ = (e1,es,u1,uz) de R%.

6. Déterminer la matrice de passage P entre la base % et €. Exprimer P~

Que vaut P"1AP ?

3 Pour travailler seul

1 00
IP4.]  On considére la matrice A = (—1 1 1) .

-1 0 2
X
1. (a) Résoudre I'équation AX =X d’inconnue X = [y | € M3 1(R).
z

(b) En déduire que 'ensemble E{ = {X €EMs31(R), AX = X} est un sous-
espace vectoriel de M3 1(R), et déterminer une base et la dimension

de E;.
x
2. (a) Résoudre I'équation AX =2X d’inconnue X = |y | € M3 1(R).
z

(b) En déduire que I'ensemble E9 = {X eEM31(R), AX = ZX} est un sous-
espace vectoriel de M3 1(R), et déterminer une base et la dimension
de E 2.
3. Déterminer une base %’ de E1 + E5 et la dimension de E1 + E5.
4. Démontrer que E; et E9 sont supplémentaires dans M3 1(R).
5. On note 28 la base canonique de M3 1(R) et f : M3 1(R) — M3 1(R) I'applica-
tion linéaire dont la matrice relativement a la base % est A. Déterminer
alors la matrice Matg (f) de f relativement a la base %8'.

1 -1 2
IPAY  On considére la matrice M = (0 1 O) € M3(R) et on note f I'’endo-
1 -2 2

morphisme de R? dont la matrice relativement a la base canonique est M.
Déterminer successivement le rang de f, une base de Im(f), la dimension de
Ker(f), puis une base de Ker(f).
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1. Posons, pour tout x € [-1,1],
f(x) = arccos(—x) + arccos(x).

On sait que la fonction arccos est continue sur [-1,1] et dérivable sur
]-1,1[. De plus,on a : Vx € [-1,1], —x € [-1, 1]. Par conséquent, la fonction
f est continue sur [—1,1] et dérivable sur ] -1, 1[ (en tant que composée et
somme de fonctions qui le sont) et :

Vxel-1,1[, f'(x)=(-1)arccos' (—x)+ arccos’(x)

-1 -1
=(-1) +
V1-(-x)2 V1-x2
11
V1i-x2 V1-x2
=0.

On en déduit que la fonction f est constante sur ]— 1, 1[. Par continuité de
f en —1 et en 1, il s’ensuit que f est constante sur le segment [-1,1]. En
particulier, on a :

Veel[-1,11, f(x)=f(0).

Or
f(0) =2arccos(0)
arccos(0) =% car cos(5)=0et § €[0,7].
Ainsi,
Vxel[-1,1], f(x)=m,
ie.

Vxe[-1,1], arccos(—x)=—arccos(x)+7n ‘

2. On sait que la fonction arctan est dérivable sur R. De plus, la fonction
X — }C est dérivable sur R*. Donc par composition et somme, la fonction
[ définie sur ]0,+ool par f(x) = arctan(x) + arctan(%) est dérivable sur

10, +ool. De plus,

Vx €]0,+ool, f'(x)=arctan’(x)+ (_lz) arctan’ (1)
x x

__1t +(_i) L
1+x2 x? 1+(%)2
1 1

T 1+ x2+1

=0.

On en déduit que la fonction f est constante sur ]0, +ool.
e lére méthode : f est constante, donc il existe une constante réelle ¢
telle que :
Vx€]0,+o0l, f(x)=c.

En particulier, on a : ¢ = f (v/3) = arctan (v/3) + arctan (\/L?,) Or

V3

arctan (\/§) = arctan (%) = arctan ( sin(%)

cos(3)
sin(%)
cos(%)

) = arctan (tan (%))

))-

I po)

e

arctan (\%) = arctan (%) = arctan( ) = arctan (tan(

2

€]-

[

Donc arctan(v/3) = % car 3 € |-3,5[ et arctan(\/ig) =g car

JE

b

ol
pol

Ainsi, c= g+ =5 et donc:

Vx €]0,+o0l, f(x)= g
ie.
1 b4
Vx €]0,+00[, arctan(x)+ arctan (—) = i
x

o 2éme méthode : la fonction f est constante sur ]0,+oo[ donc il existe
une constante c € R telle que :

Vx €]0,+o0l, f(x)=c.

Par passage a la limite en +oo, on en déduit : liI_P fx)=c.
X—+00

/1
Or on sait d’aprés le cours que : liI_El arctan(x) = 3 D’autre part,
X—+00
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1
lim arctan(—) = arctan(0) = 0. Ainsi, lim f(x) = z et donc: c= %
x—+00 x x—+00 2

Par conséquent,

Vx€l0, +ool, f(x)= g
i.e.
1 b4
Vx €]0,+oo[, arctan(x)+ arctan (—) = 5
x

3. Indication. Pour les questions 3 et 4, on ne procede pas comme dans les
deux questions précédentes. On utilise des formules de trigonométrie :

1
— = 1+tan2, sin® =1 —cos?.
cos
Correction.
Soit x € R. On sait que arctan(x) € |-Z, %[ et donc cos(arctan(x)) > 0. De
plus,
. =1+tan?(arctan(x)) = 1 + (tan (arctan(x)))® = 1 + x>
cos? (arctan(x)) '

Par conséquent,

(cos(arctan(x)))2 = 5
1+x
et
|cos(arctan(x))| = ! !
1+x% V1422
Puisque cos(arctan(x)) >0, on en déduit :
Vx eR (arctan(x)) L
x€R, cos(arctan(x))= .
V1+ax2

4. Soit x € R. On sait que
sin? (arctan(x))=1- cos? (arctan(x)).

Or, d’apres la question précédente,

2
cos“ (arctan(x)) = .
( ()=

D’ou
1 B x2
1+x2 1442

sin?(arctan(x)) = 1 —

Par conséquent,

|sin (arctan(x)) | i il (+)
sin(arctan(x))| = = . *
1+2% V1442
e Supposons x €] —00,0]. D’apres le graphe de la fonction arctan, on sait
que arctan(x) € ]—%,O]. Donc sin(arctan(x)) < 0. D’autre part, |x| = —x
—x

V1+x2

ie.

car x < 0. Par conséquent () devient : —sin(arctan(x)) =

X
%2
e Supposons x € [0, +oo[. D’apres le graphe de la fonction arctan, on sait
que arctan(x) € [0, g [ Donc sin(arctan(x)) = 0. D’autre part, |x| = x car
X

VitaZ

sin(arctan(x)) =

x = 0. Par conséquent () devient : sin(arctan(x)) =

Ainsi,

Vx €R, sin(arctan(x))=

1+x2

e On définit les fonctions

f = arcsin et

g:x»—»arccos(v 1—x2).

Les fonctions f = arcsin et arccos sont définies et continues sur [-1,1].
Or, pour tout x € [-1,1], on a 0 < x2 < 1 donc 0 < V1—-x2 < 1. Ainsi, la
fonction g est définie et continue sur [-1,1].

e De plus, f = arcsin et arccos sont dérivables sur ]—1,1[ et :

1 -1
et arccos’(x) = )
V1-x2 V1-x2
Pour tout x €]—1,1[, on a 1 —x2 > 0. La fonction racine carrée étant
dérivable sur ]0,+ool, on en déduit que la fonction u : x — V1 —x2 est
dérivable sur ]—1,1[ de dérivée :

Vxeel-1,1[, f'(x)=

—2x -X

Vxel-1,1[ u'(x)= = )
’ e 2vV1-x2 V1-x2
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Par conséquent, la fonction g = arccosou est dérivable sur |- 1,1[ et :

Vxel-1,1[, g'(x) ‘ =u'(x) x arccos’ (u(x))

X -1
a2
VI i (i)
B X 1
\/1—x2\/1_(1_x2)
__x 1
CV1—a2
_x 1
_|x|\/1—x2
IO
x|

e Pour tout x €[0,1[, on a |x| = x, donc g'(x) = f'(x). Ainsi,
Vxe[0,1[, (g—f) (x)=0.

On en déduit que la fonction g — f est constante sur [0, 1[. Par continuité
de f et de g en 1, la fonction g — f est constante sur le segment [0,1]. En
particulier,

Vxel[0,1], g(x)—f(x)=g(0)—f(0).

Or
f(0) = arcsin(0) =0 et £(0) = arccos(1) = 0.
D’ou
Vxel0,1], gx)—f(x)=0,
ie.
Vx €[0,1] in(x) ( ! )
x€[0,1], arcsin(x) = arccos .
V1-x2
o D’autre part, pour tout x €]—1,0], on a |x| = —x, donc g'(x) = —f'(x). Ainsi,

On en déduit que la fonction g+ f est constante sur ]—1,0]. Par continuité
de f et de g en —1, la fonction g — f est constante sur le segment [—1,0].
En particulier,

Vxe[-1,0], g(x)+f(x)=g(0)+f(0).

On en déduit :

Vxe[-1,0], arcsin(x)= —arccos (

1
=)

0 -1 0 1 0 0 1
Al=|1 -3 1|,B1l= 20 2 - , C n’est pas inversible.

0 -9 1 4 1 -2 3

0 0 -1 0

1-f) 2-a) 3-d) 4-e) 5-¢) 6-b)

Il s’agit de déterminer les coefficients (entiers naturels) a ajouter devant
chaque molécule pour obtenir, pour chacun des éléments chimiques intervenant
dans la réaction, le méme nombre d’atomes du co6té des réactifs et du coté
des produits. On cherche donc les quadruplets de réels (x,y, z,¢) tels que cette
équation soit équilibrée :

x AI(OH)3 +yHo SO4 — 2z Al2(SO4)3+t H20.

Cela donne une équation pour chacun des éléments présents dans ’équation
ci-dessus: Al,O,H, S.

Du c6té des réactifs on a : Du c6té des produits on a :
e x atomes de I’élément Al o 2z atomes de I'élément Al
e 3x+4y atomes de ’élément O e 12z +t atomes de I’élément O
e 3x+2y atomes de ’élément H o 2t atomes de I'élément H
e y atomes de ’élément S e 3z atomes de I’élément S
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A Iéquilibre, on obtient le systéme suivant :

x =2z équation pour 1'élément Al
3x+4y=12z+¢t équation pour I'’élément O

3x+2y =2t équation pour I'élément H
y=3z équation pour I'élément S.

Ce systeme admet une infinité de solutions qui sont données par :

111

Zt,=t,=t,t|, teR.

3'276
En posant ¢ = 6, on obtient un quadruplet solution formé d’entiers positifs
(x,y,2,t) =(2,3,1,6) qui conduit a la réaction chimique équilibrée :

2 AI(OH)3+3 HaSO4 — Al2(SO4)3+6 H90.

. Soit]= f T sin® 4 Alors,
1+ (cos(2))?

cos'(t) i , 1 .
1]= f T+ (cos R = _fo R o

= —f u/(¢) x arctan’(u(t))dt
0

. t—cos(?)

z

= —f4 (arctanou)'(t)dt
0

= —|(arctano u)(t)]f

n

= —|arctan(cos(?)) ]g

=— (arctan (cos (%)) - arctan(cos(O)))

2
= —| arctan (ﬁ) —arctan(1)
2 —

NS

b4 V2
=|——arctan| —1|.
4 2

1 2u'(t)
__§f1 u(t)dt’

ut)=2-¢2.

2 ¢t 12 -2¢
J:f dt:——f dt
1 2—¢2 2J1 2—-¢2

Vtel[l,2],

ou

D’ou

:—%[M(Iu(t)l)]? = —%[ln(|2—t2|)]j

In(2)

2

= —%(lna—zn—ln(un) =

1
¢ Calculons I'intégrale I = f v x(1—x)dx, en posant le changement de
0
variable x = sin?(0).

@ Expression de I"ancienne” variable x en fonction de la “nouvelle” variable
0 :
— winl (et 2
x = sin“(0) = (sin(0))~.

@ Expression de dx en fonction de dO :

dx = 2sin(68) cos(6) db.

® Détermination des nouvelles bornes :
On remarque que :
e 0= (sin(0))

+ 1=(sin(3))"
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Ainsi, par changement de variable,

_ f " \/sin2(0) (1 - sin%(9)) 2sin()cos(®) d6
0

= f ’ \/ Sin2(9)\/ 1—sin?(0) 2cos(0)sin(0) dO
0

= fg |sin(0)| v/ cos2(0) 2cos(0)sin(0) dO
0

= fz |sin(8)||cos(8)| 2cos(0)sin(0) db.
——A—
0 =sin(f) =cos(0)

Or pour tout 6 € [0,%], on a : sin(f) =0 et cos(9) = 0. Donc,

ey 2 2
I:Zf sin“(0)cos“(0) d6.
0

Linéarisation de 'expression sin®(9)cos?(6) pour tout 0 € [0, %] :

—1 . . 0\ 2
:_(ele_e—ze) (e16+e 10)

=

=
5|
[

Il
=
(o B I
—_—

(DN

N

5

|

[\]

+

®|

=

D
[

Il
| |
| =

—_—

mhn

=

[es)

+

CDI

=

Y

|

[\
N ——

CDII—l =

cos(40).

Ainsi, on peut calculer I :

:ng (%—%005(49)) do
0

A

:f§1 d9—1f2cos(49)de
o 4 0

b4 s1n(40)
293 ]o

Czolr—l
—_——
w0
e
=)
~~
[\
S
N’
wn
)
=)
~~
(=]
N’
N —

n
e Calculons lim %Z VEk(n-Ek).

n—+oo n

T

gl

il _ o=i0\2 (oi0 4 o—i0)\2
sin2(9)cos2(9)=(sin(9))2(cos(9))2:( oF ) ( )

2

— o\ 2 . . 2
_ (6129) _2eL2Ge—210+(e—216) )
——
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Pour tout n € N*, « Etudions la limite de la suite (S,,),,.
1 1 2 2 3 Remarquons que pour tout n € N*,
N [
k=1 nfray\n n 1& (&
si=2 2 1(5),
1 &2 9% k Np=1 \N
“ )
" k=1 n n ou la fonction f est définie par
1 & k k
=ﬁan (;)(1—(;)) vxel0,1], f(x)=Vx.
=1
12 k k Ainsi
-2y EE-6) * 10
nizi\\n n Vn e N¥, Sn=—Zf 0+k—
1 & L (k
T kzlf nl S, est donc une somme de Riemman de f sur le segment [0,1]. La

fonction f est continue sur [0, 1] donc, d’apres le cours, la suite (S,), de

ou f est la fonction définie par :

Vxel[0,1], f(x)=+x(1-x).

1
ses sommes de Riemman converge vers f fx)dx :
0

10901

.. 1 1 1 2 2 1 2
Ainsi, o n o lim S, =f f(x)dxzf ﬁdx:f xidx = glc = gx% =31
n—+oo =
VneN*, 2Z\/k(n k ——Z (O+k—) 0 0 0 st1l, 0
i1 n
n
La fonction f est continue sur [0,1] (comme composée de fonctions continues, ¢ Cherchons un équivalent de Z VE lorsque n — +oo.
car la fonction racine carrée est continue sur [0, +oo[ et la fonction x — x(1 — x) k=1
est continue et positive sur [0, 1]). Par conséquent, Rappel: |u, ~ v, = lim Un _ 1l
_— n—+oo n—+00 v,
) 1-0 2 1-0 1 . o .
lim |—— Z flo+k——|| = | Fflx)dx. Par définition de S, on a :
n—+oo n =1 n 0

Aut t dit S 1 k_1¢ 3 VE
utrement dit, v N* == == - = .
ne . n nz nz Z
1 2 1 1
lim —22 Vk(n-k) / f(x)dx:f \/x(l—x)dx:.
=1 0 0

n—+oo n

2
On sait que lim S, =—, donc
n—+oo 3

Posons, pour tout n e N*, S, =S, = — Z \/ noreonyn

UTBM



Solutions

TD MT2 - Printemps 2022

c’est-a-dire

Autrement dit,

1.

(a) Considérons la fonction f : R* — R

Posons
e
VteR*, g(t)= -

On sait que la fonction g est continue sur I'intervalle ]0, +oo[ (comme
quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’an-
nule pas sur ]0,+oo[). Par conséquent, g admet des primitives sur
I'intervalle ]0, +ool. Soit G une primitive de g sur ]0,+oo[. Alors, pour
tout x €]0, +ool,

2x 2x %
flx) = f g(t) dt = f G'(b)dt = [G(t)]x = G(2x)-G(x).

Or, la fonction G est dérivable sur ]0,+oo[, donc, par composition, la
fonction x — G(2x) est dérivable sur ]0, +oo[.

Ainsi, f est dérivable sur ]0,+oo[ comme différence de deux fonctions
qui le sont. De plus,

Vx €]0,+ool, f'(x)|=2G'(2x)-G'(x)
= 2g(2x) — g(x)

2x x
e e
=-2— - —
2x X
e2x —e*
X

2.

(b) De méme, la fonction g étant continue sur l'intervalle ] —ool, 0, elle
admet des primitives sur cet intervalle. Soit H une primitive de g

sur ]—oo[,0. Alors, pour tout x €] — oo, 0[,

2x
flx) = gt)dt =

X

Comme dans (a), on peut en déduire que f est dérivable sur ] — oo, 0[

et:

2x

H'(t) dt = H(2x) - H(x).

X

Vx €]—00,0[,

flx)=

e —e

2x x

(c) D’apres les questions (a) et (b), la fonction f est dérivable sur I’en-

semble ]—o00,0[U]0, +oo[= R* et

VxeR",

e2x

flx) =

_ex

(a) Soit x >0. Alors x <2x et :

e’ <ef <o
telx,2x] = 1
7>O car t =
1 1
= Zxe*<sZxel<
t t
e et e2x
= —<—<—.
t t
Ainsi,
Vit e [x,2x],

x>0

1
_Xe2x
¢

X

=

e* et
—<—<—.
t

car la fonction exp est croissante

e2x

En intégrant cet encadrement sur [x,2x], on obtient :

2x X 2x At

e e
f —dtsf —dts[
x t x ¢ x

ie.

2x 2%
e
—dt,
t

2x 1 5 2¢ 1
exf —dt<f(x)<e x[ —de.

=I

=1
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Calculons l'intégrale I = f —d¢. Puisque x>0 et 2x > 0,

2x
I= [ —dt_[ln(ltl)] = In(2x)— ln(x)—ln( )_1(2)

On en déduit finalement :

Vx>0, In@2)e®<f(x)<In@)e®| (1)

(b) Soit x < 0. Alors x > 2x. On applique donc le méme raisonnement que
dans la question précédente mais sur le segment [2x,x] :

e?* <el <e® car la fonction exp est croissante
te2x,x] = 1
7<0 cart<x<0

1 1 1
= “xeX>"xel>=xe".
t t t
Ainsi,
2x X
et e
Vie[2x,x], —=z—2=—.
t t t
En intégrant cet encadrement sur [2x,x], on obtient :

x e2x x et x g%
f —dtzf —dt;f —dzt.
2x ¢ ox ¢ ox t
xe2x x ot x g%
f —dt;f —dt>f —dt¢
2 L 2x t 2x

x ezx x et x g%
— — —dts—f —dts—f —d¢
2 L 2c t 2x

2x 2x 2x ot 2x o¥
<:>[ —dt<f —dtsf —d¢
t x t
[ —

=f(x)
2x

2x 2 1 x 1
> e —di<sfx)<e —dzt,

—— ——
=J =J

N

ou
2x 1 2
J:f ?dt: [ln(ltl)]x =In(|2x))=In(|x]) = In(2(=x))=In(—-x) = In(2).

On en déduit finalement :

Vx <0, In@2)e® <f(x)<In@)e"| (2)

3. Rappel : on dit qu'une fonction f définie sur I \ {a} ou1 I est un intervalle
non vide est prolongeable par continuité au point a si f admet une
limite finie en a.

Puisque liII(l) In(2)e” = liII(l) In(2)e®* =In(2), le théoreme des gendarmes per-
x— x—

met de déduire :
e de 'encadrement (1) de la question 2.(a), que f admet une limite a
droite en 0 et que lirg f(x) =1In(2),
x—0*

e de 'encadrement (2) de la question 2.(b), que f admet une limite a
gauche en 0 et que 111})1 f(x) =1In(2).
—t

Puisque lir(r)l f(x)= lir(r)l f(x) =1In(2), f admet une limite en 0 et :
x—0* x—0~
lim f(x) = In(2).
x—0

La fonction f admet donc une limite finie en 0. Par conséquent, la fonction
f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =1n(2).

1. On remarque que :

Av1 =(A,1,0) # vy R .
~ ., donc les vecteurs v et v

AUy = (4A,7,41) # 01

ne sont pas colinéaires;

A1 = (4,1,0) # U3

AU3 =(21,-A,41) £ 01

ne sont pas colinéaires;

AUy = (41,1,41) # U3

AU3 =(21,—1,41) # Uy

ne sont pas colinéaires.

e pour tout 1 e R, {
, donc les vecteurs v7 et U3

e pour tout 1 € R, {

e pour tout 1 € R, { , donc les vecteurs v et v3
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2. Résolvons I'équation ci-dessous d’inconnue (11,19, 13) € R3 :
A107 + AgUs + A3U3 = Ops. (%)
Soit (A1, 42,43) € R3.
(*) <= 11(1,1,0)+ 12(4,1,4) + 13(2,-1,4) = (0,0,0)

<~ (A1 +4A9+2A3,A1+ A9 — 13,419 +4A3) =(0,0,0)

/11 +4Az+213 =0 L1
<~ {A1+A9—-13=0 Lo
412+413:0 L3

11+4AQ+2A3 =0
— { —312-313=0 Log—Lo-Ly
12-1—/13:0 L3<—%L3

11+412+213 =0

= 1 Aog+A3=0 Lg—FLy
Ao+A3=0

A +4d9 =—-2A3

fe——
Ao =—A3

A1 =223
— — (A1,A2,A3) = (2A3,-13,13).

Ao =—A3

Par conséquent,
VA3 €eR, 21307 —A302 + A303 = Ops.
En particulier, pour A3 = 1, on obtient la relation :

— — —

Ug = 2071 +U3.

Ainsi, | la famille (07,03, 03) est liée |.

Considérons les vecteurs u =(-2,0,1,-2), v =(0,-3,-1,-1) et w =(0,1,0,3)
de R%.
« Etude de la liberté de (v,v,w)
— 1lere méthode. La famille (u,v,w) est libre si et seulement si I'équa-
tion
AMu+ A0+ Azw =0ge ()

d’inconnue (11,19, A3) € R? admet (0,0,0) comme unique solution. Soit
(A1,22,13) € R®.

(x) <= 11(-2,0,1,-2)+ 12(0,-3,-1,-1) + 13(0,1,0,3) =(0,0,0,0)
— (—221,-312 + 13,41 — A2,—211 — A2 +313) =(0,0,0,0)

-211=0

—319+A3=0

A1—2A2=0

—211-A2+313=0

A1=0

-3A9+A3=0

-A2=0

—-A2+313=0

A1=0

< {153=0

A3=0

> (A1,12,13)=(0,0,0).

— A«

— A

Par conséquent, | la famille (u,v,w) est libre |.

— 2éme méthode. Une famille de 3 vecteurs est libre si et seulement
si son rang est égal a 3. Donc (u,v,w) est libre si et seulement si
rang(u,v,w) = 3. Calculons le rang de la famille (u,v,w) en appliquant
Palgorithme du pivot de Gauss sur les colonnes de la matrice A formée
par les coordonnées des vecteurs u, v et w dans la base canonique de

UTBM



Solutions

TD MT2 - Printemps 2022

R* :
C:1 Co Cjs
-2 0 0 -2 0 0
a_lo = 1| _ |01 -8
1 -1 0 Cy—Cg 1 0 -1
-2 -1 3 -2 3 -1
-2 0 0
0 1 0
C3<—c_3;3(72 1 0 -1
-2 3 8

On obtient une matrice échelonnée formée de 3 colonnes non nulles.

Donc rang(u,v,w) = 3. Par conséquent, | la famille (u,v,w) est libre |.

 Etude du caractére générateur de la famille (u,v,w)

D’apres le cours, une famille génératrice de R* est nécessairement formée
d’au moins dim (R*) = 4 vecteurs. La famille (x,v,w) n’étant formée que

de 3 vecteurs,

elle n’est pas génératrice de R* ‘

On consideére les vecteurs I, J, K, L de M9(R) suivants :

I A A B B

1. ¢ lére méthode : avec la définition d’une famille libre.

Les vecteurs I, J, K, et L sont linéairement indépendants (i.e. la
famille (I,J,K,L) est libre) si et seulement si ’équation

MI + Ao + A3K + AL = Oppyy (%)

d’inconnue (11, 12,13, 14) € R* admet (0,0,0,0) comme unique solution.

Soit (A1,12,13,14) € R%.

10 0 1), (0 1) . (1 0} (00
(*)‘:’Al(o 1)”2(—1 o)”3(1 0)”4(0 —1):(0 0)

(11+/14 /12+13)_(0 0)

—12-1-/13 A1 — Ay 00
A +A4 =0 L4
/12+A3 =0 Lo
—
— Ao+ A3 =0 L3
A1 A =0 Ly
M + 4 =0
/12+A3 =0
f——
213 =0 Lg<—L3+Lg
—-204 =0 L4s<—L4—-L;
A1=0
Ao =
— <
A3=0
A4=0

= (A1,2,13,44) = (0,0,0,0).

On en déduit que |la famille (I,JJ,K,L) est libre |

2éme méthode : en utilisant le rang d’une famille de vecteurs.

Une famille de 4 vecteurs est libre si et seulement si son rang est égal
a 4. Donc la famille (I,J,K,L) est libre si et seulement si

rang(l,J,K,L) = 4.

Calculons rang(Z,J,K,L) en appliquant I’algorithme du pivot de Gauss
sur les colonnes de la matrice A formée par les coordonnées des vec-
teurs I, J, K et L dans la base canonique % = (M1,M9,M3,M4) de
Mo(R) définie par :

1 0 01 01 00
Ml:( ) Mz:(o 0)’ MB:(O 0)’ M‘*:(O 1)'
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1 0 0 1 1 0 0 O

A= 0 1 1 0 . 0O 1 1 0
0o -1 1 0 C,~Cs~C; |0 -1 1 0

1 0 o0 -1 1 0 0 -2

1 0 0 O

0O 1 0 O

CyCa-C; |0 =1 2 0

1 0 0 -2

On obtient une matrice échelonnée formée de 4 colonnes non nulles.
Donc rang(l,J,K,L) = 4. Ainsi, | la famille (I,J,K,L) est libre |

2. My (R) est un espace vectoriel de dimension 4. La famille (I,J,K,L) est

une famille libre formée de 4 vecteurs de M2(R). Par conséquent c’est
une base de Ms(R). Donc tout vecteur de Mo(R) s’écrit de maniére unique
comme une combinaison linéaire des vecteurs I, JJ, K et L, autrement dit :

VM € Ms(R), 3!(/11,12,/13,14)6 R4, M =211+ AgJ + A3K + A4L.

. Soit E = {(un)ne,\, e RN, (Un)nen converge}. On remarque que E est un

sous-ensemble de I'ensemble R" des suites réelles. On sait que RN est un
espace vectoriel sur R. Démontrons que E est un sous-espace vectoriel de
RV,
(i) Le vecteur nul Ogn de RV est la suite constante de terme général 0.
Elle converge vers 0. Donc Ogn € E.

(i1) Soient u = (uy),en € E et v =(uy),en € E. Par définition de E, (u,),en
et (u,),en sont convergentes. Notons ¢, et ¢, leurs limites respec-
tives. On sait que la suite u +v de terme général u, + v, converge
vers ¢, +¢,. Par conséquent : u +v e E.

Ainsi, E est stable par addition.

(iii) Soient A € R et u = (uy,),en € E. La suite (u,),en €st convergente.
Notons ¢ sa limite. Alors la suite Au = (Auy), ey cOnverge vers fu.
Donc: AuckE.

Par conséquent, E est stable par multiplication externe.

On déduit des points (i), (ii) et (iii) que E est un sous-espace vectoriel de
RN,

Ainsi, | E est un espace vectoriel sur R |.

. Notons F 'ensemble des suites constantes et G I'ensemble des suites

convergeant vers 0.

e F est un sous-espace vectoriel de E. En effet, F < E (car une suite
constante est convergente) et F' # @ (car Ogn € F). De plus, F est stable
par combinaison linéaire de deux vecteurs car : pour tout nombre
réel A, si (un)pen €t (Un),en sont deux suites constantes alors la suite
Mundpen + Wndnen = Ay +vy),en €St constante.

e (G est un sous-espace vectoriel de E. En effet, par définition de G, on
a:GcE. Deplus, G # @ (car Ognv € G). D’autre part, G est stable par
combinaison linéaire de deux vecteurs car : pour tout nombre réel A,
si (un)pen €t (Un)nen sont deux suites convergeant vers 0 alors la suite
Mun)pen + Wnnen = Ay +vy),en converge vers A0+ 0 =0.

e Démontrons que F et G sont supplémentaires dans E, i.e.
VueE,A(v,w)eFxG, u=v+w.

Soit u = (u,),en € E. Démontrons, en raisonnant par analyse-synthese,

qu’il existe un unique couple (v,w) € F x G tel que u =v + w.

— Analyse. Supposons qu’il existe v = (v,),en €EF et w =(Wp)pen €G
telsque u =v+uw,i.e.

VneN, u,=v,+w,.

Par définition de F, la suite (v,),en €st constante donc il existe un
réel c tel que : VneN, v, =c.
Alors,

VneN, u, =c+wy,.
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Or, par définition de E, la suite (u,),cn est convergente, et par défi-
nition de G, la suite (wy,),cn converge vers 0. Donc, en passant a la
limite dans 1’égalité ci-dessus, on obtient : ngglwu » = c. Par consé-
quent, les suites (v,),en et (Wy),en SONt entierement déterminées
par:

Up =c,

VneN, { (%)

Wp=Up—C,

ouc= lim u,.
n—+oo

— Synthese. Considérons les suites v = (v,),eny €6 W = (Wy), ey défi-
nies par (x) oul ¢ = nliIP Up. Alors (v,),en est constante et (wy,),en
—+00

converge vers 0. Donc : (v,w) € F x G. De plus, il est évident que :
VneN, u, =v,+w,,
i.e.
u=v+uw.
— Conclusion. On a donc démontré qu’il existe un unique couple
(v,w)eF xG tel que u =v+w.
Ainsi,
VueE,A(v,w)eFxG, u=v+w.

Donc ’ F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E |

Soit F =VeCt(U1,U2,U3), ouvy =(0,1,2,3), vo =(1,2,3,4) et vg =(2,3,4,5).

Alors,
dim(F) = dim (Vect(v1,vg,v3)) = rang(v1,v2,v3).

Calculons rang(v1,vg,v3) en appliquant 'algorithme du pivot de Gauss sur les
colonnes de la matrice A formée par les coordonnées des vecteurs vq, vy et vg

dans la base canonique de R* :

Ci C2 Cs

0 1 2 1 0 2 1 0 O
Aol o2 8| |21 . |z
2 3 4 Ci1—Cy |3 2 4|cy—c3-2c; |3 2 -2
3 4 5 4 3 5 4 3 -3

1 00 1 0

2 1 0 2 1

CyCyrcy |3 2 0] 7 |3 2

4 3 0 4 3

On obtient une matrice échelonnée formée de 2 colonnes non nulles. Donc

rang(vi,vg,vs) = 2. Par conséquent, | dim(F) =2 |

De plus, F = Vect((1,2,3,4),(0, 1,2,3)) et la famille ((1,2,3,4),(0, 1,2,3)) est une
base de F'.

Soit S2(R) 'ensemble des matrices symétriques d’ordre 2 a coefficients

réels. Alors,
So(R) = {M € Ma(R), ‘M = M}.

. .. . . b
Soit M € Ms(R). Alors M s’écrit de maniére unique sous la forme M = (Z d) ,
avec (a,b,c,d) € R* et on a la caractérisation suivante :

MeSsR) < 'M=M
— t(a b)_(a b)
c d \e d

= o= 3

— b=c

a b
<=>M—(b d)

10 01 00
@M—a(o O)+b(1 0)+d(0 1).
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D’ou

Cf (1 0y (0 1) (0 0 5
—{a(o O)+b(1 0)+d(0 1),(a,b,d)€[R}

Vel fg o) 1 o) fo 1))

On en déduit que S2(R) est le ‘ sous-espace vectoriel de Mao(R) ‘ engendré par les

1 1
trois matrices ( 0), (0 ) et (0 0).

0 0)1 O 01

Soient 98 = (;,]) la base canonique de R? et (i, 7) les vecteurs de R? définis
par:
t=cos(0)i—sin(0)], U=sin(0)i +cos(0)],

ou 0 est un nombre réel fixé tel que 0 5 T [n].
1. Montrons que la famille %’ = (i, 17) est libre. Soit (11, 19) € R2.

/llu + sz = 0[@2
— 1 (cos(@);— sin(@)f) + Ao (sin(@);+ cos(G)f) = Op2
< (cos(B)A1 + s1n(9)/l2)z +(—sin(@) A1 + cos(@)/lg)f: Oz

cos(@)A1+sin(@)Ay = 0 (Lq)

car (;,]) est libre
—sin(@)A1+cos(@)Ay = 0 (L)

cos(0)7Ll+sm(9)/12 =0
= cos (9)+sm (9))/12 = 0 Lg<—cos(8)Ly+sin(9)L4
——
#0
=0
—
Ay =0
cos(Q)/ll =0
—

0

=0 car cos(0) #0
=0
(/11,/12) =(0,0).

{cos(@)/ll +sin(6) Ag

Léquation 111+ 190 = Oz d’inconnue (A1,A2) € R2 admet donc (0,0) comme
unique solution. Par conséquent, la famille 9’ = (&i,9) est libre. Il s’agit
d’une famille formée de 2 vecteurs de R2. Puisque R? est de dimension 2,

on en déduit que |la famille 9’ est une base de R? ‘

2. Représentons ci-dessous les vecteurs # et U dans le plan (O,f,f) pour

0=7%":

S
N
=
BENE
S

A
3. Soit m = (x,y) € R?. Notons mg = Al) les coordonnées de m dans la base
2

9B' = (u,0). Déterminons alors les réels 1 et Ay :

ma = (i;) << m=AMu+AV
= (x,y) =M (cos(e)f— sin(e)j') + A9 (sin(9)2+ cos(e)]')
= (x,y) = (cos() A1 +sin(8) Ag)i + (—sin () A1 +cos(H) ) Aa)
= (x,y)= (cos(@)/ll +sin(@) Ay , —sin(0) A1 + cos(@)/lg)

cos(@)A1+sin(@)Adg = x (Lq)
{—Sin(9)11+cos(6)/12 =y (L)
cos(@)A1+sin(@)Ag = x
< 1 (cos®(0) +sin® () A2 = sin(@)x +cos(9)y
-1 ’ Lo — cos(0)Lo +sin(0) L.
0
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Dou:

cos(@)A1+sin(O)ly = «x

H

Ao = sin(f)x+cos(0)y
(1-sin®(0))x — sin(8)cos()y

{cos(B)/h

{ st
1

t

|

=cos2()

= sin(f)x+cos(0)y

cos(@)A1 = cos(6)(cos(B)x —sin(6)y)
sin(8)x +cos(8)y

|

1 cos(0)x —sin(0)y car cos(0) #0

ﬂ

A9 sin(0)x +cos(0) y.

Par conséquent,

_ ( cos(0)x — sin(0)y )
%"~ \sin(0)x + cos(0) y

On remarque que :

_(cos(G) —sin(B) (x) _R
MA = \sin@) cos@))\y) ~ "
S ~ N

=R =mag
_(cos(@) —sin(B)
" |sin(@) cos(0)

6 dans le plan (O,f,]').

La matrice est appelée matrice de rotation d’angle

On pose pour tout x € R*,

e* —cos(x)

px) =

1. Soit x au voisinage de 0. D’apres les développements limités usuels en O :

2 3 .4 2 .3 4
x° x x° x° X
=l+—+—+—+—+xte () =1+x+ —+—+— +xtei(x)
1 2! 31 4! 2 6 24
2 4 2,4 .
cos(x)—1—§+z+xez(x)—l—?+ﬂ+x£2(x)

ou les fonctions €7 et €9 ont pour limite 0 en 0. Ainsi,

2 3 it 2 4 3
e*—cos(x) = 1+x+5+€+ﬂ)—(1—5+ﬂ)+x e3(x) = x+x2 +E+x 83(x),

ou £3(x) e 0. Par conséquent le développement limité a 'ordre 3 en 0 de
x—>

¢ est donné par :

2
px)=1+x+ % +x2e3(x).

. On en déduit :

2
lim ¢(x) | = lim (1 +x+ % + x3£3(x)) =1]
xX—

x—

. On prolonge ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1. Soit f définie par,

pour tout x € R,

f(x)=f0 p(2)dt.

(a) Les fonctions exp, cos et x — x sont continues sur R*. Donc la fonc-

e* —cos(x) ; . o
——— est continue sur R* comme différence et

tion x — @(x) =
quotient de fonctionsx continues. De plus, puisque lim,_.¢¢(x) =1, on
prolonge ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1. La fonction ¢ ainsi
prolongée est donc continue sur R. Elle admet par conséquent des

primitives sur R. Ainsi, pour tout x € R, I'intégrale

Flx) = fo o(Hdt

existe. On sait par ailleurs que la fonction f ainsi définie est 'unique
primitive de ¢ sur R qui s’annule en 0. Donc ’ f est dérivable sur R
et:

VaeR, f'@)=pw]|

(b) Soit x au voisinage de 0. D’apres la question 1,

fl( _ x2 3
x)=1+x+ 3 +x°e3(x).
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Donc f’ admet un DL1(0) donné par :

fl(x)=1+x+xe4(x), avec lirr(l) e4(x) =0.
x—)

En intégrant ce développement limité, on obtient le DLy(0) de f :

2
f@)—F(0)=x+ % +x2e5(x), avec lim £5(x) = 0.

Par définition de f, on a f(0) =0. Donc le DL2(0) de f est donné par :

2
fl)=x+ % +22e5(0) |

(c) On déduit de ce développement limité que I'équation de la tangente

(T') ala courbe représentative ¢r de f au point d’abscisse 0 est .

De plus, pour tout x au voisinage de 0, on a :

{f(x)—x = %2 +x2e5(x)

x2>0,

donc f(x)—x =0 ; autrement dit, ' (x) = x.
Cela signifie que | ¢ est située au-dessus de T' au voisinage de 0 |

4. On consideére la fonction g définie par, pour tout x € R*,
1
gx)=x2 (e; —cos (—)) )
x

1
(a) Soit x au voisinage de +oo. Posons A = —, de sorte que A soit au
X

voisinage de 0. On peut alors écrire :

g(x) ( 1 (1))
2 —x|ex —cos|—
x

X

= % (eh - cos(h)) =¢(h)

D’apres la question 1, ¢ admet pour DL3(0) :

h2
ph)=1+h+ 5" h3es(h) avec }llin(l) e3(h)=0.

(b)

Donc ¢ admet un DL9(0) donné par :

h2
ph)=1+h+ 3 + h2£6(h) avec }llin(l) eg(h)=0.

D’ou
h2
&=1+h+—+h256(h)
x 6
1+1+ +1 (1)
=1+—-+—+— ¢gg|[—|.
x 6x2 x2 Olx
Ainsi,

1 1 1
gx)=x+1+—+—¢e6|—|,
6x «x x

1
ou lim &g (—) = }llin(1)£6(h) =0. On en déduit que :
x —_—

X—+00
el
— + — &g — =0.
6x «x x

Ainsi ’ ¢ admet en +o0o une asymptote Z,o, d’équation y =x+1|.

lim (g(x)—(x+1))= lim
X—+00 X—+00

De plus, pour tout x au voisinage de +oco on a :

1 1 1
g)—(x+1)=—+- ee(—)
6x «x x
1
— >0,
6x

donc g(x)—(x+1)>0 et g(x)>x+1.
Donc, | au voisinage de +0o, ¢ est située au-dessus de Z, |.

1
Soit x au voisinage de —oo et soit A = —. Puisque A est au voisinage

x
de 0, on peut reprendre le résultat de la question précédente :

1 1 1
gx)=x+1+—+—¢eg|—|,
6x «x x

1
ou lim &g (—) =limeg(h)=0.
X h—0

X——00

Donc ’ ¢ admet en —oo une asymptote Z_, d’équation y =x+1 |
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Par ailleurs, pour tout x au voisinage de —ooon a :

1 1 1
gx)—(x+1)=—+- 56(—)
6x «x x
1 <0
6x
donc g(x)—(x+1)<0 et g(x)<x+1.
Ainsi, | au voisinage de —oo, ¢ est située en-dessous de Z_ |.

1. Soit @ € R. D’apres les développements limités usuels :

2
A+w)®=1+au+ala- 1)% +ule1(u), ot e1(w) — 0|
. u—

2. Déterminons le développement limité a l'ordre 2 en 0 de la fonction f

définie sur [-Z,%] par f(x) = \/cosx.

Soit x au voisinage de 0. On sait que :

2
cosx=1-— r +x2.€2(x), ou £9(x) — 0.
2! x—0
Ainsi :
f(x)=+cosx
2
=v1+u 01‘1u=—x—+x2£2(x) - 0
2 x—0
o 1
=(1+u) avec a = —.
2
D’apres la question précédente, on en déduit que :
1 11 u?
=l+-u+-|=--1|—+
f(x) Su 2(2 g TU e1(u)

1 1
=1+ §u - qu +u2£1(u).

x2 2

Puisque u = -5 +x2€9(x), on a u? = x2e3(x) ol £3(x) o 0. On en déduit
xXx—
finalement que le développement limité a 'ordre 2 en 0 de f est donné

par:

2
fx)=1- xz raley®), ealx) = 0.

. On considere la fonction g définie sur [-%, %] par :

g(x)=1+[ veostdt.
0

La fonction cos est continue sur [—%,’2—[ et a valeurs dans [0,+o0o[. La
fonction x — v/x est continue sur [0, +oo[, donc par composition la fonction
f est continue sur [—%, %] f admet donc des primitives sur cet intervalle.

Soit F' une primitive de f sur [—%, %] On peut alors écrire :

vee[-2.2]. gw=1+ [ @ de=14 [FOJ;=14F0-FO)

La fonction F étant dérivable sur [—%,%], on en déduit que g l'est aussi

2°2
et :

vae[-2.2], &@|=F)= )= Veoss|

. D’apreés les questions 2 et 3, 1a fonction g’ admet un développement limité

alordre 2 au voisinage de 0 donné par :

2
gwy=1- oy x2eq(x), eq(x) — 0.
4 x—0

En intégrant ce développement limité, on en déduit que la fonction g

admet un développement limité a Pordre 3 au voisinage de 0 donné par :
x3

g(x) = g(0)+x— % +ales(@), e5(x) = 0.

0
Or, g(0)=1 +f f(#) dt = 1. On obtient donc :
0

3
g)=1+x— 316—2 + x3£5(x).
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5.

(a) On déduit du développement limité précédent que la tangente (T') au
point d’abscisse 0 & la courbe représentative € de f a pour équation

y=ies]

(b) La position de % par rapport & T au voisinage de 0 est donnée par
Pétude locale du signe de :

x3 3
glx)—(1+x)= T +x°e5(x),

ou e5(x) — O.
x—0

Au voisinage de 0, —% change de signe, donc ’ % traverse (T') | (au-
trement dit, 0 est un point d’inflexion pour g).

e Si x <0, alors x® < 0, donc g(x)— (1 +x) > 0. Par conséquent,
’ % est située au-dessus de (T') au voisinage de 0~ ‘

e Six>0,alors 3 >0 et —’1‘—; < 0, donc g(x) — (1 +x) < 0. Ainsi,
’ € est située en-dessous de (T") au voisinage de 0% ‘

1 00
On considére la matrice A=[-1 1 1].

-1 0 2

X

1. (a) Soit X = (y) € M3,1(|R).
z

1 0 0\(x x
AX=X|=|-1 1 1||y|=|y| =
1 0 2/\z z

xX=x
— {—x+2=0
—x+z=0

X=X
—-x+y+z=y

—x+2z=2z

— x+z2=0<= z=x

(b) On considere 'ensemble E défini par :

E1={XeM;:(®), AX =X|.

D’apres la question précédente :

X
oo {f e
X
1 0
z{x(0)+y(l), (x,y)E[R{2}
1 0

= {x ui+yug, (x,y)€ Rz},

4 -

E, =Vect(u1,u2).

ou

Ainsi,
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’El est donc un sous-espace vectoriel de M3 1(R) | : c’est le sous-espace

vectoriel de M3 1(R) engendré par les vecteurs u1 et ug définis ci-
dessus. La famille (u1,us2) est donc génératrice de E1. De plus, les
deux vecteurs u; et ug ne sont pas colinéaires car :

VAER, wui#Aug et ug# Auj.

Par conséquent la famille (u1,u2) est libre.

Ainsi, (ul,ug) est une base de E1 | D'ou, |dim(E 1) =2 |

x
2. (a) Soit X = (y) €M3’1([R).
z
1 0 0)/(x x x=2x
AX=2X|<=|-1 1 1||y|=2|y| = §—x+y+z=2y
-1 0 2/\z z —x+2z=2z
x=0
{x=0 {x=0
—{-x-y+z=0 —
-y+z=0 z=y
-x=0

-~f)

(b) On consideére I'ensemble E9 défini par :

Ey={XeM;1(R), AX =2x}.

D’apres la question précédente :

0 0
Egz{(y),y(—:R}:{y(l),yER}={yu3,y€R}=Vect(u3),
y 1

N

ou

’Eg est donc un sous-espace vectoriel de M3 1(R) ‘ : c’est le sous-espace

vectoriel de M3 1(R) engendré par le vecteur us.

La famille | (u3) est donc une base de E3 | D’ot, | dim(E2) = 1|.

3. Déterminons une base et la dimension de E1 + E9. D’apres les questions
précédentes,

E{+E;5 :Vect(ul,ug) +Vect(u3) :Vect(ul,ug,ug).

Par conséquent la famille (ul, ug, u3) est génératrice de E1 + E2. Notons
% = (e1,e2,e3) la base canonique de M3 1(R) définie par :

1) -8

Pour déterminer une base de E1 + E 2, appliquons I’algorithme du pivot de
Gauss sur les colonnes de la matrice M = ((U1)gg|(u2)@’(u3)gg).

Ci Cy Cj

1 0 0 (1 0 O)
M=o 1 1 — 0 1 0].

(1 0 1) CoCoCal1 0 1

On obtient une matrice échelonnée formée de 3 colonnes non nulles,
donc rang(ul,ug,ug) = 3 et la famille (ul,ug,u3) est libre. La famille

(w1,u2,us) est donc une base de E1 +Ez | D’ou ’ dim(E{+E3) =3

Remarque. On peut aussi choisir comme base de E1 + E9 la famille
(u,v,w) définie par

1 0 0
ug=\0], vg=|1], wa=|0],
1 0 1

c’est-a-dire par u =u1, v =eg9 et w =eg.

4. Démontrons que E1 et E3 sont supplémentaires dans M3 1(R).
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e On a démontré dans la question précédente que dim(E;+Esg) = 3,
donc :
dim(El +E2) =dim (Mg,l(R)) .

Par conséquent, E1+E9 = M3 1(R).

e D’apres la formule de Grassmann,
dim(El +E2) = dim(El) +dim(E2) - dim(El ﬂEz).
Donc,
dim(E'1 ﬂEz) = dim(El) + dim(Ez) —dim(E1 +E2) =2+1-3=0.
—_—— —— —_——
=2 d’apres 1(b) =1 d’apres 2(b) =3 d’apres 3

Ail’lSi, EinEy= {0M3,1(R)}'

On en déduit que E1 et E2 sont supplémentaires dans M3 1(R) :

’El ek = MS,I(R) ‘

. On note & = (e1,e2,e3) la base canonique de M3 1(R) et B’ = (u1,us,us3)
la base de M3 1(R) définie par :

1 0 0
ui=|0])=e1+es, ug=|1|=e9, ug=|1|=eg+es.
1 0 1

Notons que :

1 0 0
(u1)g = (0) =u1, (ugdg= (1) =ug, (u3)g= (1) =us.
1 0 1

1 00
Soit f € % (M3,1(R)) tel que Matz(f)=A = (—1 1 1). Alors :
-1 0 2

(f(w1)y=A (1)g=Au;
(f(w2))y=A (u2)p=Aug
(f(w3))y=A (u3)y =Aus.

Or, puisque u1 € E1 et uge E1,ona Auj =u1 et Aug = ug (par définition
de E1). De méme, ug € Eo donc Aus =2ug (par définition de E9). Ainsi,

o (f(u1)y=u1=(u1)g donc f(u1)=u,
o (f(u2)),=us=(u2)y donc f(uz) = us,
o (f(u3)),=2us=2=(u3)z = (2u3)y, donc f(u3)=2us.
Par conséquent, la matrice de f relativement a la base %’ = (u1,us,u3)

est donnée par :
100
Matg(f)=[{0 1 O0].

0 0 2

Remarque : on aurait pu aussi calculer f(e1), f(e2) et f(e3) en utilisant
respectivement la lere, la 2éme et la 3éme colonne de la matrice A,

1
flep)=1ler++(-Deg+(-1)eg=|-1
-1

< f(62)=061+162+063 =

f(e3) =0e1+1leg+2e3=

N = O O = O

puis en déduire f(u1), f(ug) et f(ug) par linéarité de f :

1 0 1
fup)=fler+egz)=f(e1)+f(ez)=|-1|+|1]|=]|0]|=ul
-1 2 1
0
{flug)=f(ea)=|1|=ug
0
0 0 0
fug)=f(eg+esz)=f(ea)+flem)=|1|+|1]|=|2]|=2us
0 2 2
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et obtenir enfin la matrice de f relativement a la base %' :

100
Maty(f)=|0 1 0.
00 2
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