Chapitre 3 - Intégration sur un segment

TD MT2A-MT2D - Printemps 2024

1 Les essentiels

Pour chacune des fonctions ci-dessous, représenter graphiquement f dans
un repére orhonormal du plan, puis en déduire par un calcul d’aire la valeur de

1
I'intégrale f f(x)dx.
-1

1-x
2

2. f :x—|1-2x| 3. f :x—x-2[x].

1. f:x—

—)

m On consideére le plan rapporté a un repére orthonormal (O; i, J)

1. Calculer l'aire de la surface si- 3. En déduire I'aire hachurée.
tuée sous la parabole d’équa-

tion y = x(1 —x) et au dessus y
de I'axe des abscisses (O,Z) 1

2. On considére le point Q de
coordonnées (%, O). Déterminer
I’équation du cercle de centre

1 , 0

Q et de rayon ; et en dé-

duire la valeur de l'intégrale

fol\/o_cvl—x dx.

m Déterminer les primitives des fonctions ci-dessous en précisant leurs
ensembles de définition :

5. x— tan(x)

1. t— .
1+¢2 x

6. t— L.

2. t— cos(t)sin(z)

Calculer les intégrales ci-dessous :

3 z 1
I= f L dx, Ip= f "sin’(ds, I3= f — % __dx,
9 1—x 0 0 V3—2x2

1 arcsin(t) n 2
J =f —dz, J =f cos4(t)sin2(t)dt, J :f |cos(x)|dx.
! 0 V1-—1¢2 2 0 3 0

m Calculer les intégrales suivantes en intégrant par parties :
¢ In(t
L
1t

2. J=f§xsin(x)dx,
0

1
3. K:fzarcsin(t)dt,
0

1
4, L=f (2 -t +2)etdt.
0

m Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variable
proposé :
5/2 1
1. H =[ ———dx, en posant x =2+ sin(¢),
2 V-x?+4x-3

/4 dx
2. 1 :f ————, en posant u =tanx,
0o cos2(x)

In(2) e
0=
1 e ¥ +e¥

dx, en posant ¢ =e",

3 1
4. K:f ———dx, en posant u = /x,
Va(l+x) P Ve
2 1

5. L= _
1 V—t2+2t+3

t—1
dt, en posant u = 5

1. A Taide d’une intégration par parties, déterminer les primitives de
la fonction arcsin sur [—1,1].
1
2. Déterminer, pour a € R*, les primitives de la fonction ¢ — ) sur R
a
t

grace au changement de variable u = —.
a

1. Déterminer deux réels a et b tels que :

1 a b
Yue]l-1;11, = + .
1-u2 1-u 1+u

1
2. En utilisant le changement de variable u = Et —1, déterminer les primi-

1
tives de la fonction ¢t — yr sur ]0;4[.

t2
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Soit f : R — R une fonction continue. Justifier que les fonctions g:R — R,
h:R—Ret @:R— R ci-dessous sont dérivables et exprimer leur dérivée :
X
h(x)z/ xf(¢)dt,
0

g(x) =L f(®)dt, (p(x)sz[ xf (t)dt.

Déterminer, en utilisant les sommes de Riemann, les limites des suites
définies par, pour tout n € N*,

n k n 1 n k2
_k;n2+k2’ _kg‘ln+k’ Un= 2

o nd+nk?

Pour calculer nhm U, déterminer (a,b) € R? tel que : Vx € R, 1+22 =

2 Pour approfondir

On considere la fonction f : [0; +oco[— R définie par :

FO)=1 et Va0, Fo) 2fx at
== e x x)=—
3 ’ x2Jo 2et+1

1. Justifier que f est dérivable sur ]0, +oo[ et expliciter f'.
1 1 1

< <=,
2e*+1 2et+1 3
1
— —<fx)<=.
s 11 S W<3

3. La fonction f est-elle continue en 0 ?

2. (a) Démontrer que pour x >0 et ¢ €[0;x] :

(b) En déduire : Vx >0,

m Meédian 2014. Soit a un nombre réel positif fixé. Pour tout entier naturel

a n

x"
—e ¥ dx.
n!

1. Calculer I en fonction de a.

n,on pose : I, =

2. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x de
x" x"
Pintervalle [0,a] : 0 < —e " < —.
n! n!

(b) En déduire un encadrement de I,, pour tout entier naturel n.

—X

(c) Déterminer la limite de la suite (1,,),,en-

k
3. Démontrer, pour tout entier naturel 2 non nul, 'égalité I, =I;_1 — Ee @
n ak
4. Déduire de ce qui précede que : VneN, I,=Iy—e" Z k_
n ak B
5. En déduire finalement lim
n—+oo k!

3 Pour travailler seul

sin(¢)
1+ (cos(t))2 2—

m Calculer les intégrales I = f

1
Calculer l'intégrale I = f v x(1—-x)dx, en posant le changement de va-
0

n
riable x = sin(@), puis en déduire la valeur de : hm Z Vk(n-=E).

m En utilisant les sommes de Riemann, calculer lim — Z \/ , puis en

n—+ oonk

déduire un équivalent simple de la suite de terme général Z VE.
k=1
2x et

m Considérons la fonction f : R* — R définie par : f(x) = f 7dt'

X
1. (a) Démontrer que f est bien définie et dérivable sur ]0;+oo[ et détermi-

ner f' sur ]0;+oo[.

(b) Démontrer que [ est bien définie et dérivable sur ]—oo;0[ et déter-
miner f’ sur ]—oo;0[.

(c) En déduire que f est dérivable sur son ensemble de définition et
donner I'expression de sa dérivée sur R*.

2. (a) Lorsque x > 0, donner un encadrement de e’ pour ¢ € [x,2x]. En

déduire I'encadrement : Vx > 0, In(2)e* < f(x) < In(2)e?*.

(b) Démontrer de méme : Vx < 0, In(2)e?* < f(x) < In(2)e*.

3. Prolonger f par continuité en 0.
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1 Sous-espaces vectoriels

m Les ensembles ci-dessous sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3? Jus-

tifier.
1. Fl = {(x,y,z)€R3,x+2y=0}’

(x,y,2) € IR3, xy= 1},

.°°
||

r"
||

Fo=
(x,y,2)€R®, x—y+32-1=0¢,
Fy= }
Fi=

(x,y,z)EIR‘Q', x—y+3z:0}.

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels ? Justifier.

1. Flz{f:[R—»R;f(O)zl},

2. F {PEIRQ[X] P(1) = P(2)}
5 F ={( ) ;(a,b>eR2},
4. F {(x y)EIR{2 x>0}

m L'ensemble E = {(un)neN eRN, up—2u; = 0} est-il un espace vectoriel ?
Lensemble F = {P €R[X], P(0O)+P'(X)= O} est-il un espace vectoriel ?

2 Familles libres, familles génératrices, bases

Les familles suivantes de vecteurs de R? sont-elles libres? Sont-elles

génératrices de R??

F1=((1,1),(1,0)), Fe=((1,1),(2,2)), F3=((1,0)).

Considérons, dans Ro[ X1, les polynomes :
Q1=1, Q2=X+1, Q3=X2+2X.

1. Soit P =X2+1. A-t-on P € Vect(Q1,Q2,Q3) ?
2. La famille (Q1,Q2,®3) est-elle libre ?

m Justifier que 'ensemble I ci-dessous est un espace vectoriel et déterminer

une base de F' :
_ [ a+3b 2a+b 9
—{M(a,b)—(a_b 0+ 5b ),(a,b)eC }

Justifier que I'ensemble F' = {(x,y,z) eR®, x+3y-2z= 0} est un espace
vectoriel et en déterminer une base.

m On considere les fonctions f, g et A définies sur R par :

f(x) = cos(x)
Vx eR, g(x) = sin(x)
h(x)=x.

La famille (f, g,h) est-elle libre ?
3 Sommes de sous-espaces vectoriels

m Soient F' = Vect((1,2,3)) etG = {(x,y,z) eR3 2x—y= z}. Déterminer une
famille génératrice de F' +G.

m Soient P =1+ X2 et F P'ensemble des polynomes de R[X] divisibles par P.
1. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de R[X].
2. (a) Soit A un polynome quelconque de R[X]. Appliquer le théoréeme de
la division euclidienne pour la division euclidienne du polynoéme A
par le polynéme P.
(b) En déduire que tout polynome de R[X] s’écrit de maniére unique
comme somme d’un élément de F et d’'un élément de R{[X].
3. En déduire un sous-espace vectoriel G de R[X] tel que F et G soient
supplémentaires dans R[X].
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4 Dimension

On considére un espace vectoriel E sur R, muni d'une base (e1,e2,e3). On
définit .7 = (f1, f2,f3), ou

fi=ei+ez, fo=ei1—ez et fz=ej+egtes.

1. Démontrer que .# est une base de E.

2. Déterminer les coordonnées de e; dans la base %.

E Les familles suivantes sont-elles génératrices ?
1. ((1,1),(3,1)) de R2.
2. ((1,0,2),(1,2,1)) de R3.

m Les familles ci-dessous de vecteurs de R? sont-elles libres? Sont-elles
génératrices de R2?

%1 =((1,1,(1,2) et %B2=((1,0),(2,-1),(3,3)).

1. On considere les vecteurs & = (1,2,-1,1) et ¥ = (2,3,0,—1) de R%.
Calculer le rang de la famille (i, D).

2. Calculer le rang de la famille (P,Q,R ) de vecteurs de Ro[X] définie par :

P=1+X-X?2, Q=-X+3X% R=2+X-X2

E On considere les sous-espaces vectoriels de R* définis par F = Vect(a, b, c)
et G = Vect(x, y), ou

a=(1,2,3,4)

x:(_1707_1,2)
b=(L1L8) et 7
c=(2,1,1,1) y=i8e L

Déterminer les dimensions de F', G, F +G et F N G. La somme F + G est-elle
directe?

m On considere les sous-espaces vectoriels suivants de R3[X] :
F= {P € Rs[X], P(0) = 0}, G =Vect(1+X,X + X2 X2+ X3).

1. Déterminer les dimensions de F, G, F +G et F NG.

2. Donner une base de FF nG.

Dans R3, on consideére les vecteurs u1 =(1,0,0), us =(1,1,0), u3 = (0,1,1),
ug =(~1,0,2) et us = (-1,2,4) ainsi que les sous-espaces vectoriels de R® ci-
apres :

F =Vect(ui,us,ug) et G =Vect(ug,us).

1. Déterminer la dimension de chacun des espaces F et G.

2. F et G sont-ils supplémentaires dans R> ?

5 Pour approfondir

m On considere le systéme linéaire (S) ci-dessous :

x+2z2-3t=0

x+y+2z-2t=0
"

y+t=0

2x+y+4z—-5¢t=0.

1. (a) Résoudre (S).

(b) En déduire que I'ensemble F' formé par les solutions du systeme (S)
est un sous-espace vectoriel de R* dont on déterminera une base.

2. Justifier que 'ensemble G = {(a -b,0,a,3a+b), (a,b) € IR2} est un sous-
espace vectoriel de R? et en déterminer une base.

3. Démontrer que F et G sont supplémentaires dans R*.

m On considere les sous-ensembles .7 et <7 de M, (R) définis par :

S ={MeM,R), ' M=M}, o={MeM,R), " 'M=-M}.
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1. Démontrer que . et .« sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

2. Démontrer que .¥ et & sont supplémentaires dans M, (R).

m On note I 1la matrice identité de M3(R) et O3 la matrice nulle de M3(R).

Pour toute matrice A de M3(R), on définit les ensembles suivants :

F1(A)={M € M3[®R), AM = M}
Fo(A)={M € M3(R), A>M = AM}.

1. SoitA € M3(R). Démontrer que F1(A) est un sous-espace vectoriel de
M3(R).
On admet que F2(A) est aussi un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. (a) Démontrer que : VA € M3(R), F1(A) c Fa(A).
(b) Démontrer que si A est inversible, alors F1(A) c Fo(A).
3. (a) Démontrer que si A —I est inversible, alors F1(A) = {O3}.

-1 1 0
(b) Application : déterminer F'1(A) et Fo(A) pour A = ( 0 -1 1) .
0 0 2

0 0O
4. Dans cette question, on cconsidére la matrice D = (O 1 O).

0 0 2
a b ¢
(a) Démontrer que pour M =|d e f|leMs(R),ona:
g h i

Me Fi(D) <= a=b=c=g=h=1i=0.

(b) En déduire une base de F1(D).

6 Pour travailler seul

Soient dans R? les vecteurs 07 = (1,1,0), 05 = (4,1,4) et 05 =(2,-1,4).

1. Démontrer que v7 et U2 ne sont pas colinéaires. Faire de méme avec 07 et
U3, puis avec v et U3.

2. La famille (v7,0%,03) est-elle libre ?

2D Les vecteurs u =(-2,0,1,-2), v = (0,-3,-1,—1) et w = (0,1,0,3) de R*
forment-ils une famille libre ? Une famille génératrice de R*?

1. Démontrer que les vecteurs I, J, K, L de M2(R) définis ci-dessous
sont linéairement indépendants :

10 0 1 01 1 0
R B R N e A P
2. Démontrer que toute matrice M de M2(R) s’écrit de maniére unique sous
la forme M = AT+ Agd + AgK + A4L avec (/11,12,/13,/14) € [R4.

Soit E = {(un)ne,\, eRN, (Un)nen converge}.
1. Démontrer que E est un espace vectoriel.

2. Démontrer que ’ensemble des suites constantes et 'ensemble des suites
convergeant vers 0 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
E.

Calculer la dimension du sous-espace vectoriel de R* engendré par les
vecteurs v1 =(0,1,2,3), ve =(1,2,3,4) et vg =(2,3,4,5).

m Démontrer que 'ensemble S3(R) des matrices symétriques d’ordre 2 a
coefficients réels est un sous-espace vectoriel de M2(R), engendré par 3 matrices
que l'on précisera.

On note % = (;,.7) la base canonique de R? et et on considére les vecteurs
(@,0) de R2? définis par:

u= cos(@)?— sin(H)f, U= sin(H)?+ cos(@)f,
ou 0 est un nombre réel fixé tel que 6 # % [].
1. Démontrer que la famille 98’ = (ii, ) est une base de R2.

2. Représenter les vecteurs u et v dans le plan (O, Z,]) pour 0 = 7.

3. Soitm =(x,y)€ R2. Déterminer les coordonnées du vecteur m dans la base
%', puis expliciter la matrice R € M (R) telle que : mg = Rmg.
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